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Plan du cours

Analyse 1: Optimisation sans
contrainte Optimisation
Motivation
Lien avec |'analyse numérique matricielle
Minimisation sans contrainte
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Exemples de problemes d’optimisation en
apprentissage / statistiques

Analyse 1: Optimisation sans > les moyennes (pondérées ou non)
contrainte

» les moindres carrées (contraints ou non)

» la plus grande valeur propre d'une matrice symétrique : lien
avec l'analyse en composante principale (PCA)

Motivation

» les classifieurs classiques : le perceptron, les Support Vector
Machine (SVM), la régression logistique
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L’optimisation : minimisation
Minimisation
Tout probleme d'optimisation peut se ramener a |'étude de la
minimisation d’'une fonction.

Analyse 1: Optimisation sans Sil'on a un probléme de n.1a.xn.'n|seft|on d'une fonctlon g, on
COnTTainte passe & un probléme de minimisation de fonction en
considérant f = —g.
» Dans la suite on ne parlera donc que de probléme de
Motivation minimisation

» On appelle minimum de f un point qui atteint la plus petite
valeur de f, et I'on écrit le probléme de la maniére suivante :

x* € argmin f(z)
zeK

o K C R? est un espace de contraintes. Quand un tel z*
est unique on note z* = arg min, . f(x)
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Optimisation, apprentissage et statistique

La moyenne comme probléme d’optimisation

Prenons z1,. .., &, qui sont n vecteurs de R?. Le vecteur moyen
noté I, est la solution du probléme d'optimisation :

Analyse 1: Optimisation sans
contrainte

I, = arg min Z |z — ||
z€RY —

=

Motivation

Rem: Dans ce cas on connait la solution; on verra que |'on peut
I'exprimer de maniére explicite (on retrouve la définition usuelle) :

n

_ 1

Tp — E E I,
=1
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Résolution de systémes sous forme
matricielle

» Meéthodes classiques pour la résolution d’un systéme linéaire
Analyse 1: Optimisation sans du type Az = b, avec A € R"™ 4 et z € R? : le pivot de
contrainte Gauss (cf. par exemple Golub et van Loan (1996))
» Point de vue itératif : résolution du systéme linéaire Az = b
équivalent a trouver le minimum de la fonction
x + || Az — b|| ou plus simplement de = + || Az — b]|?

Lien avec |'analyse numérique matricielle

Rem: On inverse rarement une matrice en pratique; on résout
plutét le systéme associé : Az = b
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Condition d’existence d’'un minimum |

Théoréme de coercivité

Si une fonction f : R% — R est continue et vérifie
lim 500 f(7) = +00 (i.e., coercive) alors il existe un point x*
qui atteint le minimum : z* € arg min f(z)

... r€RI
Analyse 1: Optimisation sans
contrainte
y A g
I /
Y 4
\ !
\
\
\
\
\
Minimisation sans contrainte
x
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Minimum local, minimum global

Définition : minimum local

On dit qu’une fonction f : R? — R admet un minimum local en
un point z* si x* est le minimum de la restriction de f sur un

voisinage de z*

Analyse 1: Optimisation sans

contrainte Voisinage de 7}
y < — f
Minimisation sans contrainte
s o7 — z
Minimum global Minimum local Minima locaux

Rem: : un minimum global est donc aussi un minimum local
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Cas convexe : local = global

Théoréme : équivalence local/global dans le cas convexe

Si une fonction f : R? — R est une fonction convexe, alors tout
minimum local de f est aussi un minimum global de f.

Analyse 1: Optimisation sans
contrainte

Minimisation sans contrainte
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Cas convexe : local = global

Théoréme : équivalence local/global dans le cas convexe

Si une fonction f : R? — R est une fonction convexe, alors tout
minimum local de f est aussi un minimum global de f.

Analyse 1: Optimisation sans
contrainte

Minimisation sans contrainte

T

Convexe : 1 minimum global
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Cas convexe : local = global

Théoréme : équivalence local/global dans le cas convexe

Si une fonction f : R? — R est une fonction convexe, alors tout
minimum local de f est aussi un minimum global de f.

Analyse 1: Optimisation sans
contrainte

Minimisation sans contrainte

T i T

Convexe : 1 minimum global Non-convexe : 2 min. locaux / 1 global
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Convexité et minimum

Divers types de comportements pour des fonctions convexes :

» un minimum global e.g., quadratique, etc.

Analyse 1: Optimisation sans
contrainte

Minimisation sans contrainte

minimum global
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Convexité et minimum

Divers types de comportements pour des fonctions convexes :
» un minimum global e.g., quadratique, etc.

» plusieurs minima e.g., affine par morceaux

Analyse 1: Optimisation sans
contrainte

Minimisation sans contrainte

minimum global intervalle de minima
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Convexité et minimum

Divers types de comportements pour des fonctions convexes :
» un minimum global e.g., quadratique, etc.

» plusieurs minima e.g., affine par morceaux

Analyse 1: Optimisation sans
contrainte

» Sans minimum, borne inférieure finie e.g., exponentielle

Minimisation sans contrainte

minimum global  intervalle de minima bornée inf.
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Convexité et minimum

Divers types de comportements pour des fonctions convexes :
» un minimum global e.g., quadratique, etc.

» plusieurs minima e.g., affine par morceaux

Analyse 1: Optimisation sans
contrainte

» Sans minimum, borne inférieure finie e.g., exponentielle

» Sans minimum, borne inférieure infinie e.g., affine ou —log(+)

Minimisation sans contrainte

minimum global  intervalle de minima bornée inf. non bornée inf.
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Condition du premier ordre pour un
minimum local (CNO)

Théoréme : régle de Fermat

Si f est différentiable en un minimum local =* alors le gradient de

Analyse 1: Optimisation sans f estnulen z*, ie, Vf(z*) =0
contrainte

Rem: Attention ce n’est pas une condition suffisante

v

Minimisation sans contrainte

S

minimum local
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Condition du premier ordre pour un
minimum local (CNO)

Théoréme : régle de Fermat

Si f est différentiable en un minimum local =* alors le gradient de

Analyse 1: Optimisation sans f estnulen z*, ie, Vf(z*) =0
contrainte

Rem: Attention ce n’est pas une condition suffisante

Minimisation sans contrainte

S r ‘ / z h

minimum local maximum local
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Condition du premier ordre pour un
minimum local (CNO)

Théoréme : régle de Fermat

Si f est différentiable en un minimum local =* alors le gradient de

Analyse 1: Optimisation sans f estnulen z*, ie, Vf(z*) =0
contrainte

Rem: Attention ce n’est pas une condition suffisante

Minimisation sans contrainte

S r ‘ / r* h i3 / z*

minimum local maximum local point selle
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Retour sur les exemples classiques

La moyenne comme probléme d’optimisation

Prenons z1, ..., &, qui sont n vecteurs de R?. Le vecteur moyen
noté T, est la solution du probléme d’optimisation :

Analyse 1: Optimisation sans
contrainte

i 1 2
Ty, = argmin — Zsz—xH
z€R4 2 i=1

En utilisant le gradient de la fonction coercive (strictement
convexe) f; : x> ||z — 2;]|?/2, Vfi(z) = (z — x;) la CNO

devient
n 1 n
Z(aﬁ’n—xz) :O@Enzﬁzxi

i=1 =1

Minimisation sans contrainte
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Retour sur la moyenne : visualisation

Analyse 1: Optimisation sans
contrainte

Minimisation sans contrainte

Objectifs individuels
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Retour sur la moyenne : visualisation

Y
Analyse 1: Optimisation sans
contrainte
EH (=12 + (z—2)*+ (z - 3)?
Minimisation sans contrainte - - - +
i 3 3 g 2 !
Objectifs individuels Objectif global
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