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Chapitre

Espaces Probabilisés

Introduction

1.1.1 Une expérience et deux épreuves

Considérons 'expérience suivante : On lance une fois un dé cubique dont les faces sont numérotées de 1 a 6. On a 6 éventualités, ou
résultats possibles. On note €2 ’'univers des possibles, ou I’ensemble des éventualités.

e Epreuve n°l : on s’intéresse au chiffre apparu.

o Epreuve n°2 : on s’intéresse a la parité du chiffre apparu.

On définit ainsi deux épreuves liées a la méme expérience.
Chaque épreuve engendre une partition €' de Q.
Q' est ’ensemble des événements élémentaires.



10 CHAPITRE 1. ESPACES PROBABILISES

Dans cette expérience : Q = {1,2,3,4,5,6}.

e Pour la premiere épreuve :

Q={11u{2y U {3} U{4} U {5} U {6} avec la partition Q) = {{1},{2}, {3}, {4}, {5}, {6}}
e Pour la deuxieme épreuve :

Q={1,3,5} U{2,4,6} avec la partition Q) = {{1,3,5},{2,4,6}} = {/, P}

Un évenement composé d'une épreuve est une réunion d’événements élémentaires de cette épreuve.
o Dans la premiere épreuve (canonique), il y a 6 éveénements élémentaires qui forment la partition €] de € constituée de tous les
singletons éventualités de Q : {i} pouri € {1,...,6}.
 Dans la deuxiéme épreuve, il y a 2 événements élémentaires qui forment une autre partition Q5 de Q, avec : I = {1, 3,5} (les impairs)
et P =1{2,4,6} (les pairs).

Remarque : Soit A = {1,2,3} = {1} U {2} U {3}, alors A est un évenement (composé) dans la premiere épreuve, mais il n’est pas un
évenement dans la deuxieme épreuve.

Soit B ’ensemble des évenements liés a une épreuve :
« Dans la 1% épreuve, B; = P(Q) avec card (By) = 2444 = 96 — 64. 11 y a 64 évenements dans la premiére épreuve.
« Dans la 2°™ épreuve, By = {0, I, P,Q} avec card (By) = 244 (?%2) = 92 — 4 [l y a 4 évenements dans la seconde épreuve.

Définition 1 )

On considere un ensemble, noté €2, qui est 'ensemble des résultats possibles w d'une épreuve aléatoire.
Des sous-ensembles de €2 sont des évenements liés a cette épreuve.
On désignera par B C P(£2) I'ensemble de ces événements.

Q et () sont des événements, € est appelé événement siir et () est I’événement impossible.

On veut pouvoir faire des opérations, ou des comparaisons entre évenements. On voudra donc que B soit stable par certaines opéra-
tions, qui vont suivre.
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1.1.2 Opérations sur les évenements

B C P(Q) est 'ensemble des évenements liés a 1'épreuve considérée. Pour tout (A, Ay, A;) € B®

o A est événement « contraire » de A (également
noté A°, complémentaire de A).

_ A A
1 2
0 Q2

o A;AA; est I'évéenement « un et un seul des événements A; ou
e A UA, est I'événement « A; ou Ay ». Ao ». A est le symbole de la différence symétrique.

.Q

o A; N A est Pévénement « A; et Ay » (également noté A, - Ay).

o)

11
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o A1\ Ay =AN Ay est Pévenement « 'événement  Si Ay N Ay = 0, Ay et Ay sont dits « incompatibles ».
Ay est réalisé mais A, ne 'est pas ». Ils ne peuvent pas se réaliser simultanément.

Al AQ

e Si Ay C As, on dit que « la réalisation de A; en-
traine la réalisation de Ay ».

AiNAy=0
B=A1UA,
Le symbole + est la notation pour « union disjointe ».

o B:A1+A2<:>
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Espaces probabilisables

1.2.1 Espace probabilisable fini

| Définition 2|

Soit  I'univers fini des possibles. Soit B C P(Q2) 'ensemble des événements liés a une épreuve, avec B # ().
On dit que B est une algébre de Boole d’évéenements (ou une tribu sur 2) si :

e 2€B

« B est stable par passage au contraire (ou complémentaire) : VA € B, A € B

« B est stable par union finie : V(A;, A;) € B>, A; U A, € B
(€2, B) est appelé espace probabilisable fini.

Si B ="P(2), on dit que la tribu est totale ou canonique sur ).

Retour sur ’expérience du jet d’un dé : On avait Q = {1,2,3,4,5,6} et B, = {0, 1, P,Q}.
Soit €2 = {I, P} I'ensemble des évéenements élémentaires de cette épreuve, c’est une partition de €. On a P(€) = {0, {I},{P},Q5}.

(P(%) — B,
0 — 0
On considere I'application ¢ : ¢ {I} — I
{P} +— P
L2 — Q

Cette application est bijective par construction, donc : |card(Bs) = card(P(€)) = 2°crd(2)

Ainsi, le nombre d’événements de B, est égal & 2nombre d'événements élémentaires

Cas général : L’exemple précédent se généralise avec le théoreme suivant.
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—‘ Théoréme 3 I

Soit 2 un ensemble fini et B une algebre de Boole de parties de 2.

Il existe une partition de € en parties E; (1 < i < n) telle que B est constituée de 1’ensemble vide et de toutes les unions
finies d’ensembles (E;)1<i<n-

o Les (E;)1<i<n sont les événements élémentaires de 'algebre de Boole B.
o B est équipotent a P(£2) ou ' est 'ensemble des (E;)i<icn-

Toute algebre de Boole B définie sur un univers fini €2 a donc un cardinal égal a une puissance de 2.

En effet :  card(B) = card(P(Q)) = 224,

1.2.2 Espace probabilisable infini

{ Définition 4 )

Soit  I'univers infini des possibles. Soit A C P(2) 'ensemble des événements liés & une épreuve, avec A # ().

On dit que A est une o-algébre de Boole d’événements (ou une tribu sur Q) si :
e QA

« A est stable par passage au contraire : VA € A, A € A.
o A est stable par union dénombrable : (‘v’i € N*, A; € A) > ( U A; € .A)

iEN*
(Q,.A) est appelé espace probabilisable infini.

Proposition 5

(P(22),A,N) a une structure d’anneau commutatif.
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En particulier :

o ) est le neutre pour A o Q est le neutre pour N.
e A est associative e N est distributive par rapport a A.
f S B C
4 E 4
ts _ N
\A/_\.{BAC)—AABA@ @ﬂ(BAC) (AmB)A(An@

1.2.3 Premieéres propriétés

Propriété 6

Pour toute algebre de Boole B sur un univers Q2 et pour tout n € N*, on a :

- 0enB
« Stabilité par intersection finie : V(Ay,..., A,) € B", ﬂ A, eB

» Stabilité par union finie : V(Ay,...,A4,) € B", UAi eB
i=1
o Stabilité par différence : V(A4,, Ay) € B2, A\ A, €B
« Stabilité par différence symétrique A : V(A,, Ay) € B2, A AA, € B.

Toute o-algebre de Boole A est en particulier une algebre de Boole et vérifie donc les propriétés ci-dessus.
De plus, on a la stabilité par 'union dénombrable (c’est dans la définition) et la stabilité pour l’intersection

dénombrable : (Vi eN* A € .A) = (lQ A; € A).

15
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Proposition 7

Pour toute algebre de Boole B, (B, A,N) est un sous anneau idempotent (VA € B, ANA = A, donc A* = A) de (P(Q), A,N).

1.2.4 Lemme de décomposition

Lemme 1. Pour tout n > 2 et pour toute famille (A;)ica

LnJ Zn: (A \UA ) AN(AsUA,UA)

autre ecrzture j :

=1

Q

A3 \ (AZUAI)

Démonstration. On raisonne par récurrence. o
L] Initialisation 1sin = 2, A1 U A2 = A1 + (A2 M Al) = Al + (A2 \ Al)

o Heérédité : on suppose qu'il existe n > 2 tel que la formule est vraie au rang n.
n+1

izulAi (UA)UAnH _UA+<An+1\UA>
_Z A\UA <An+1\£J1Ai> :ni Ai\jszlAj

i=1
Donc la relatlon est Vrale au rang n + 1.
e Conclusion : par le théoreme de récurrence, on a donc le résultat voulu. Il
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1.2.5 Tribu engendrée

Théoréme 8 I

L’intersection de tribus de € est encore une tribu de 2.

Définition 9 |

On appelle tribu engendrée par une partie Ay de P(Q2) la plus petite tribu contenant 4,. C’est I'intersection de toutes
les tribus contenant A.

Elle contient les éléments de Ay, leurs complémentaires, les réunions dénombrables de ceux-ci et de ceux-la, ...

Exemple fondamental : tribu des boréliens de R. A = By est la tribu des boréliens de R, c’est la o-algebre de Boole engendrée
par les sous-ensembles de R, demi-droites ouvertes inachévées : B, =] — oo, a[ ou a € R.

o Par stabilité du complémentaire, B, € Bg donc B, = [a, +o0l€ Bg.
1
o Par stabilité de I'union dénombrable, |a, +oo[= U [a + —, +oo[ donc |a, +ool€ Bg.
n
neN*
o Alors Ja, +00[ =] — 00, a] € Bg, donc aussi | — 0o, a] N [a, +00|= {a} € Bg.
La tribu des boréliens contient donc tous les singletons de réels, tous les intervalles et leurs réunions dénombrables. Q ’ensemble
des rationnels est dénombrable donc Q € Bg. L’ensemble des irrationnels est le complémentaire de (Q dans R donc il appartient a Bg.

Cependant, Bg # P(R) car il existe des sous-ensembles de R (compliqués) qui ne sont pas des boréliens.

(R, Bg) est un espace probabilisable infini indénombrable.
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Espaces probabilisés

1.3.1 Espaces probabilisés finis ou infinis

Définition 10 (Axiomes de Kolmogorov (1933), cas fini)

— [0, 400
NN

P(A) telle que :

SN

Une probabilité sur (2, 8) ou 2 est fini et B une tribu, est une application P : {

1. P(Q) =1
2. Additivité forte
V(A;, Ay) € B2, tels que A; N Ay =), on a: P(A; UAy) = P(A;) +P(A,). Autrement dit, P(A; + Ay) = P(4;) +P(Ay).
On dit que (2, B,P) est un espace probabilisé fini.

Définition 11 (Axiomes de Kolmogorov (1933) premiere version, cas infini)

[0, +-00[

A — |0,
A — P(A)

Une probabilité sur (£2,.4), ou 2 est infini et .4 une tribu, est une application P : { telle que :

1. P(Q) =1
2. Additivité forte

V(A Ay) € A% tels que A;N Ay =0, on a: P(A UA,) = P(A;) +P(Ay). Autrement dit, P(A; + Ay) = P(4;) +P(Ay).
3. Continuité monotone

La limite de la probabilité de toute suite décroissante (pour I'inclusion) vers I’événement impossible vaut 0. C’est-a-dire :

sivVn e N*, A, C A, et ﬂ A, =0, alors on a : lirf P(A,) =0
n—-—+00

neN*

On dit que (£2,.4,P) est un espace probabilisé infini.
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Définition 12 (Axiomes de Kolmogorov (1933) seconde version, cas infini)

[0, +00]

A —
A — P(A)

Une probabilité sur (2,.4), ou  est infini et A une tribu, est une application PP : { telle que :

1. P(Q)=1
2. o-additivité
Pour toute famille (4;);en+ d’événements de A incompatibles deux a deux (c’est-a-dire A; N A; = 0 si i # j), on a :

P (U Ai> =Y P(4)

1EN* 1EN*

On démontre que les axiomatiques des définitions 11 et 12 sont équivalentes (admis). Dans la littérature, les deux versions co-existent.
Dans la pratique, nous utiliserons I'une ou 'autre a notre convenance.
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1.3.2 Propriétés des probabilités

— Propriété 13

Soit (£2,.A,P) un espace probabilisé.

1. VAe A, P(A) =1-P(A)

2. P(f) =0
3.V(4,B)eA’: + ACB=PA) <PB).DouVAec A 0<PA) <1
« P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(AN B)
« P(AAB)=P(A)+P(B)-2P(ANB)

IS

 V(Aien- C A, P (U Ai) <) P(A)

1EN* 1EN*

5. (Vn eEN A1 CAyet m A, = A) — ( lim P(4,) = IP’(A))

n—-+o0o
neN*

Démonstration.
1. A et A forment une réunion disjointe : A + A = Q donc P(A) + P(A) = 1.
2. 0 =Q donc P(0) =1—P(Q) =0.

3s Soit A C B. Alors on a la réunion disjointe B = A + (BN A) donc P(B) = P(A) + P(B N A).
Comme P(B N A) >0, on a P(A) < P(B). En prenant B = (2, on obtient 'encadrement voulu. B B
e D'une part AUB = A+ (BN A) donc P(AU B) = P(A) + P(BN A). D’autre part B=BNQ=BN(A+A) =BNA+BNA

(probabilités totales) donc P(B) = P(AN B) +P(B N A), d’ot le résultat.
« Ona AAB = (AN B)+ (BN A). Or (probabilités totales) A= ANB+ANBet B=BNA+BNA, dou le résultat.
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n n

i—1
4. -Cas fini uniquement- D’apres le lemme de décomposition, on a une union disjointe U A= Z (Ai \ U Aj> donc
i=1 i=1 j=1

n n 1—1 i—1 n n
P <U AZ-) = Z]P’ (Al- \ U Aj>. Pour chaque i : A; \ U A; C A; donc P (U Ai> < Z]P’(Ai) d’ou le résultat.
i=1 i=1 j=1 i=1

j=1 i=1

5. OnaVn € N A1 C A, et A, = A+ (A, \ A) donc P(A,) = P(A) +P(A, \ A). Or la suite (A4, \ A)nen+ est décroissante vers

I'événement vide () donc d’apres 'axiome 3, lirf P(A, \ A) =0 d’ou le résultat. O
n—-+0oo

1.3.3 Espaces probabilisés complets

Définition 14 (Evénement P-négligeable)

Soit (€2,.A,P) un espace probabilisé. Un évenement A € A tel que P(A) = 0 est dit P-négligeable.

Définition 15 (Espace probabilisé complet)

Si tout sous-ensemble d’'un éveénement P-négligeable d’une tribu A appartient a cette tribu, on dit que I'espace probabilisé
est complet.

Dans un espace probabilisé complet, tout sous-ensemble d’un évenement P-négligeable est aussi P-négligeable.
En effet, si A C N avec P(N) =0, alors 0 < P(A) < P(N) =0 donc P(A) = 0 et A est aussi P-négligeable.
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— Théoréme 16 |

Soit (€2, A,P) un 1 espace probabilisé non complet. On considére la classe des sous-ensembles P-négligeables de A, notée N
et on construit A= {AUN, A€ A, N € N}. Alors A est une o-algtbre de Boole.
On définit P(AU N) = P(A). Alors P est une probabilité sur A.

Ainsi, (Q, .A, ]P’) est un espace probabilisé complet.

Rappel : Toute tribu A est incluse dans P(€2), mais toute partie de €2 n’est pas nécessairement un événement.

Définition 17 (Probabilité extérieure et intérieure)

Pour tout Qy € A, on définit :
« la probabilité extérieure P*(£)y) = inf{P(A4), A € A,Qy C A}
« la probabilité intérieure P, () = sup{P(A),A € A, A C Q}.

Propriété 18

1. \V/Q() € P(Q) (QO) P*(Qo) 2. Si QO € A, alors P*(Qo) = P*(QQ) = ]P)(QQ) 3. VQQ S P(Q) (Qo) =1- P*(QQ)

Démonstration. Démontrons la propriété 3. Soit A€ A: AC Q= QyC A etP(A)=1- (_
P.(Q) = sup{P(A),Aec A AC Q} = sup{l —P(A),Ac A, ACQy} = 1—inf{P(A)
= 1—-inf{P(A),A€ A, QyC A} = 1-P*(Q)

— Théoréme 19 |

). Ainsi on a :
JAe A A C O}

On pose A = {Qy C Q, P.(Q) = P*()} et on définit pour 2y € A : P(Q) = P,(Q) = P*(Q).
Alors I'espace (Q A IP’) est un espace probabilisé complet.
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V4

Equiprobabilité des événements élémentaires

Considérons (2, B,P) un espace probabilisé fini. On note Q" = {E;,1 < i < n} une partition de Q en événements élémentaires (donc

card(B) = card(P(Y)) = 2").

{ Définition 20 )

On dit qu’il y a équiprobabilité des événements élémentaires si :  V(i,7) € {1,...,n}?, P(E;) =P(E)).

— Proposition 21

1
e Sl y a équiprobabilité des événements élémentaires, alors Vi € {1,...,n}, P(E;) = — ou n = card(Q').
n
e Si A est un évenement composé : A = Z E;, alors P(A) = m,
n

i=1
Ou m est le nombre de cas favorables et n le nombre de cas possibles.

Démonstration.

o P() =P <i E> = ilP’(Ei) = nP(E,) = 1 donc P(E;) = 1

o P(A) =P (i E) - i]P’(EZ-) - % O

Cas particulier : si B = P(Q), alors card(Q) = card(Q') = n et P({w;}) = ~ ca ;(Q)
r

n
m  card(A)

Alors pour un événement A de cardinal m : P(A) = — = d(Q)
n  car




24

CHAPITRE 1. ESPACES PROBABILISES



Chapitre 2

Probabilités conditionnelles

Axiome de la probabilité conditionnelle

Exemple d’un tirage : on tire une carte d’un jeu de 32.

Jeu de 32 cartes Par exemple, 'as de coeur

Probabilité d’obtenir 1’as de coeur :
P(« As d = —.
(« As de coeur ») 3

25
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Probabilité d’obtenir I’as de coeur, sachant qu’on a tiré
une carte rouge :

1
P(« Carte rouge ») = 3’

1
P(« As de coeur » sachant « Carte rouge ») = T

—‘ Définition 22 I

Soit (€2, .A,P) un espace probabilisé. Pour A € A tel que P(A) # 0, on appelle probabilité conditionnelle sachant A la

probabilité définie sur €2 par :
P(ANB
VB e A, P,4(B) notée aussi P(B/A), avec P4(B) =P(B/A) = %

(ces deux notations se lisent : probabilité de B sachant A.)

Si on reprend I'exemple initial, et les évenements :

1
A . «obtenir une carte rouge ». On a P(A) = — = —- B : «obtenir 'as de coeur ». On a P(B) = —-

32
Alors P(A) # 0, et P4(B) = P(ﬁ(Z)B) = iii; - %

Remarques :

« L’application P4 définit un nouvel espace probabilisé : (€2, 4, P,).

e On peut aussi considérer une nouvelle tribu A4, la tribu-trace sur A constituée des évenements BN A ou B € A.
On a ainsi un autre espace probabilisé : (A, A4, Py4).



Démonstration.

2.2. INDEPENDANCE DE DEUX EVENEMENTS 27
Indépendance de deux évenements
{ Définition 23 )
Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. _ -
Soient A et B deux évenements tels que P(A) x P(A) x P(B) x P(B) # 0. B
On dit que A et B sont P-indépendants (ou indépendants par rapport a P) lorsque P(A/B) = P(A/B).
Savoir que B est vrai, ou que B est vrai, ne modifie pas la probabilité que A soit vrai.
Propriété 24 (propriété caractéristique)
A et B sont deux évenements P-indépendants si et seulement si P(AN B) = P(A) x P(B).
Montrons que si les hypotheses de la Définition P3 sont vraies, alors Définition P3 < Définition PA.
V(A,B)e A>, B=(ANB)+(ANB), P(B)=PANB)+P(ANB)
et P(B) = P(A)P(B/A)+PA)P(B/A) = (1 — IP’(Z)) P(B/A) +P(A)P(B/A)
= P(B/A)+P(A) [P(B/A) —P(B/A)] B

Donc (IP’(A NB)=P(A) x IP’(B)) & (IP’(B) =P(B/A)) & (IP’(B/A) = ]P’(B/X)) et de méme en échangeant les roles de A et B.

A et B jouent des roles symétriques dans leur P-indépendance.
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Proposition 25

Si A et B sont des éveénements P-indépendants, alors A et B, A et B, A et B sont aussi P-indépendants.

Démonstration. 11 suffit de démontrer que si A et B sont P-indépendants, alors A et B sont P-indépendants
A=(BNA) + (BNA), doncP(A)=P(BNA)+P(BNA)=PA)PB)+P(BN A)
donc P(B N A) = P(A) — P(A) P(B) = P(A) (1 - IP’(B)) — P(A)P(B) 0

Indépendance de n événements (avec n > 2)

{ Définition 26 )

Soient A, B et C' 3 événements de I’espace probabilisé (92, A, P).
Ils sont dits P-mutuellement indépendants si et seulement si :

o ils sont 2 a 2 P-indépendants
e« P(ANBNC)=P(A) x P(B) x P(C)

Pour n = 3, 'indépendance mutuelle entraine I'indépendance deux a deux mais la réciproque est fausse.

Généralisation :

n avec n > 2 évenements <Al> sont dit P-mutuellement indépendants si et seulement si pour toute famille finie K C {1,...,n},
1<i<n

avec card(K) > 2, ona: P ﬂ A = HIP’(Ai)

ieK ieK
Pour n > 3, 'indépendance mutuelle entraine I'indépendance deux a deux mais la réciproque est fausse.
L’indépendance mutuelle est assurée en remplacant éventuellement tout évenement A; par son contraire A;.
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Exemple d’un contrdle de qualité :

Une fabrique produit des articles, avec une probabilité globale de 4% qu’ils soient défectueux.
Un procédé de contrdle rapide mais imparfait, conduit a4 mettre au rebut les articles corrects avec une probabilité de 2% et a accepter des
articles défectueux avec une probabilité de 5%. Quelle est la probabilité qu'un article pris au hasard soit accepté ?

Pour un article, on distingue les évenements : Arbre des causes : on représente tous les cas possibles
e B il est bon ou correct
B il est défectueux P(A/B A
o Al est accepté au controle
o A il est refusé B

=
N
~
&

|

Données : on sait que

P(B
« P(B)=0.04 B )
« P(A/B)=0.02 P(A/B
« P(A/B) =0.05 \P(BN /

B
P(A/B 1
P
Ona:Q=B+B o o B
donc A= AN (B+B) = (AN B) + (AN B). 0.9 %
Dot P(A) = P(ANB)+P(ANB) B ' A
— P(B)P(A/B)+P(B)P(A/B)
= 0.96 x 0.98 + 0.04 x 0.05 = 0.9428 \ 0.05 A
0.0
Ainsi : P(A) = 0.9428 B
0.95

|
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Formule de la probabilité complete

Soit (€2,.A,P) un espace probabilisé fini.

| Définition 27 |

Soit n > 2. n évenements (BZ> de probabilités non nulles forment un systéme complet d’événements si et seulement
1<i<n
s’ils constituent une partition de ().

() est ainsi la réunion disjointe de ces événements : 0 = By + --- + B,,.
Soit un systéme complet d’événements <BZ-> ~ telque Vie {1,...,n},P(B;) #0.
Soit A un événement de A : s
A = ANQ=(ANB)+---+(ANB,)
P(A) = P(ANBy)+---+P(ANB,)
= P(B)P(A/B1) + -+ P(B,)P(A/B,)

— Théoréme 28 (Formule de la probabilité compléte)

On suppose Vi, P(B;) # 0. Si (BZ) est un systeme complet d’évenements, pour tout évenement A on a :
1<i<n

P(A4) = )  P(A/B;)P(B))

1<i<n




2.5. FORMULE DE BAYES

Formule de Bayes

Soit (€2,.A,P) un espace probabilisé fini.

Théoréme 29 (Formule de Bayes, cas simple)

e Cas de deux évenements A et B tels que P(A) -P(B) # 0, on a :

On a aussi : P(A/B)P(B) =P(AN B) =P(B/A)P(A).

C’est un changement de point de vue : on passe de probabilités « sachant B », a des probabilités « sachant A ».

Exemples : /
1) Exemple du contrdle de qualité (suite) : \
Pour un article, on a distingué les évenements : A
B il est bon ou correct
e B il est défectueux \\ A
« Al est accepté au controle /
o A il est refusé \
A

a) Risque de premiére espéce :
Quelle est la probabilité pour qu'un article accepté par ce controle rapide soit en réalité défectueux?
P(B/A) P(AN B) _ P(A/B) x P(B) _ 0.04 x 0.05

P(A) P(A) 0.9428

C’est le « risque client ».

= 0.0021
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b) Risque de deuzxiéme espéce : Quelle est la probabilit¢ pour qu'un article soit bon, sachant qu’il a été refusé?
P(ANB) P(A/B)xP(B) 0.96 x 0.02

P(B/4) P(A) P(A) 0.0572 00336
C’est le « risque vendeur ».
2) Exemple d’un test :
Une population est atteinte par un virus. On dispose d'un test.
Pour un individu, on distingue les évenements :
o Vil est porteur du virus o P son test est positif
« Vil n’est pas porteur o N son test est négatif

On envisage différentes situations selon :
o la probabilité (proportion) qu'une personne soit porteur du virus : P(V)
o la probabilité qu'un test soit positif pour un porteur du virus P(P/V')
. la probabilité qu'un test soit négatif pour un non-porteur du virus P(N/V)

1€T
¢ M ) = 0.001 Les données sont en noir, sur la figure,
« P(P/V) = 0.999 les compléments calculés en rouge
« P(N/V) = 0.999 P =

P(P)
est la probabilité d’étre porteur du virus, sachant que le test est positif. 0508

P(V/P) — P(P/V) x P(V)
P(P/V) x P(V)+P(P/V) x P(V)

0.999 x 0.001 1
= = — Non concluant!
0.999 x 0.001 + 0.001 x 0.999

Avec une probabilité seulement de 0.5 que le test soit fiable, il n’est pas plus concluant qu’un jeu équitable de « pile ou face ».

B(V/P) = P(P/V) x P(V) / \
/
\g\
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0.99 P
2 cas 0.0 ' \1\
« P(V)=0.02 / 0.00 N
. P(P/V) = 0.999
« P(N/V)=0.999 "
0.02 x 0.999 '
« P(V/P) = - ~ 0.953 0.9
0.02 x 0.999 + 0.98 x 0.001 v
W\ N
0.999 P
3 cas 0.0 : \1\
o P(V)=0.02 / 0.000 N
. P(P/V) = 0.9999
« P(N/V) = 0.9999 \ p
0.02 x 0.9999 0.000
. P(V/P) = ~0. 0.9 /
(V/P) 0.02 x 0.9999 + 0.98 x 0.0001 0-995 %
0.999 N
Théoréme 30 (Formule de Bayes, cas général)
e Soit (£2,.A,P) un espace probabilisé, et un entier n > 1. Si (Bz) est un systeme complet d’évenements,
1<i<n

P(A/B;) x P(By)
Y. P(A/B;) x P(By)

1<i<n

avec Vi, P(B;) # 0, alors, pour A tel que P(A) #0,ona:Vje {1,...,n} P(B;/A) =
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Probabilité produit

Soient (£2,.4) et (€', A") deux espaces probabilisables. On munit Q x Q" d’une tribu, la tribu engendrée par A x A’

{ Définition 31 )

Soient (Q, A, P) et (', A", ") deux espaces probabilisés, on définit la probabilité produit IT sur Q x ' en étendant par
o-sommabilité & la tribu engendrée, la fonction définie sur A x A’ par : Vw; € A, V) € A, II((wi,w))) = P(w;) x P'(w)).
(Qx Q' Ax A ) est appelé espace probabilisé produit.

Pour et ' discrets, (on Padmet dans le cas général), on peut vérifier que cela définit bien une probabilité sur 2 x Q') puisque :
Vw; € AV e A, T ((wy,w))) >0,
e et en prenant les événements élémentaires : Z I ((w;,w})) = Z P(w;) x P'(w Z]P’ W Z]P” =1x1=1

(4,5)eIxJ (4,5)eIxJ iel j€J

Remarque : On peut étendre le procédé pour n > 2 espaces probabilisables, avec P({(w1,...,w,)}) = HP({WZ})

Exemple d’un jet de deux dés : les dés ne sont pas pipés, les faces sont équiprobables.
+ 1 formalisation : on jette les deux dés discernables en meme temps.
) S ) 1<e<6
Le résultat est un couple (i, j) ou { 1<j<6

L
36

Q={(4,7),1 <i<6,1<j <6} compte 36 éléments avec I’équiprobabilité : P({(i,j)}) = —, pour un événement élémentaire.

« 2¢m¢ formalisation : on jette un dé deux fois de suite.
={i,1 < i < 6} compte 6 éléments avec I’équiprobabilité : Py ({z}) = %
Le résultat de chaque jet est un entier s ou 1 <7 < 6
On considere alors la probabilité produit sur € = ; x IP’({@} X {j}) =P ({z}) x Py ({j}) = =—.

On retrouve la méme probabilité d’'un évenement élémentaire que la premiere formalisation.




Chapitre

Variables aléatoires

Exemple d’introduction : Considérons un jeu de belote sans atout.
Chaque carte a la valeur X suivante :

7T——0 8+—0 9+—10 10 — 10
valet — 2 dame~——3 roi——4 asr—— 11

Par exemple, les quatre dames ont pour valeur 3 : X (« Dame de coeur >>) =3
Soit © I'ensemble des tirages d'une des 32 cartes avec (2,P(£2),P) espace
probabilisé par équiprobabilité : IP’({oJZ}) =

3_2.

Par exemple, I’événement : on a tiré la dame de coeur, noté « Dame de coeur »,
1

a une probabilité : IP’(« Dame de coeur >>) =35

On considere 'application X : 2 — R qui a un tirage associe sa valeur.
Son image est notée X (Q) = {0,2,3,4,10,11}.
On dira que X est une variable aléatoire sur €2, a valeurs réelles.

35

o

POy
* e

PR

*=3)

L I
N

~

&

—

=
< €
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On veut savoir quelle est la probabilité d’obtenir comme résultat du tirage une
certaine valeur = de R, par exemple x = 3. On notera cette probabilité : IP’(X = 3).

On a X = 3 dans le cas des quatre « dames », qui ont pour image 3 par ’applica-

-1
tion X. L’image réciproque de {3} par X, que I'on note X({?)}), est constituée
des quatre « dames ».

1 4 1
Chaque « dame » a une probabilité 3 d’étre tirée, et donc P(X = 3) = B=F

12 4 4

Deméme: PX=0)=-— PX=2)=— PX=3)=_—
e méme ( 0) D) ( ) D) ( 3) 5
4 4 4

PX=4)=— PX=11)=—= PX=10)=—

( ) ( ) 32 ( 0) 32

Variable Aléatoire

CHAPITRE 3. VARIABLES ALEATOIRES

Q

0
I

@ =
et

—

1
PX=3)=PX Y({3)=PA) = 3

{ Définition 32 )

Soient (92, A) et (€, A") deux espaces probabilisables. Soit I'application

[fa — o

w — X(w)

On dit que X est une application mesurable, ou que X est une variable aléatoire de (9, .A) vers (2, A) si et

-1
seulement si: VA'e A, X(A') e A (Uimage réciproque par X d’un événement de Q' est un événement de Q).

Notation : Pour une application f définie de E dans E’, et pour un sous-ensemble A" C E’ de I'ensemble d’arrivée, on note f (A4’) le

sous-ensemble de £ constitué de tous les éléments de E dont I'image est dans A’ :

-1

Remarque : Si A = P(Q) (on parle de « tribu totale »), alors VA" € A, X (A"

FA) = {aeB f@)eA),
C 2 donc B(I(A’) € P(Q).

Toute application X de (Q,P(Q)) vers (Q’, A’) définit, dans ce cas, une application mesurable.
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Espace probabilisé image

37

{ Définition 33 )

Soit (€2, .4, P) un espace probabilisé, (€', A") un espace probabilisable, et X une application mesurable de (€2, .A) vers (€', A").
A — [0,1]

-1
A Py(A) = IP’(X(A’))
(', A',Px) est appelé espace probabilisé image.

On définit 'application Py : {

—1 —1
Pour tout A’ € A, on a bien X(A’) € A, et puisqu’il est dans la tribu, la mesure de sa probabilité est connue : ]P’(X (A’)) existe.

X est une Variable Aléatoire (VA), X :Q — Q Q'

—1
r X P
On peut définir Py : A= _1“4 — [_01; 1]
A — X(A) — IP’(X(A’))

(', A", Px) est l'espace probabilisé image

Vérifions que Px définit bien une probabilité sur (', A') :
-1
« VA € A, Py(A) >0 car IP’(X(A’)) > 0. r ] :
-1 0 1
+ Px() = P(X(®)) =P(@) = 1. P, (40 =P (X(4)
« Soit une famille dénombrable d’événements (A}) £
de A’, incompatibles 2 &4 2 :

Py (Z A;> _p (35 (Z A;>> _p <Z 35(,4;)) _ ;IP’ (BE(A;)) _ ;IP’X(A;)

iel
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Variable aléatoire réelle

{ Définition 34 )

Soit (€2,.A,P) un espace probabilisé. On considere (R, Bg) espace probabilisable, avec Bg la tribu des boréliens.

O —R

—1
Soit X : { 9 s 30 telle que VB € Bg, on a X(B) € A. Alors X est une application mesurable, appelée variable

aléatoire réelle, qu’on notera VAR.

(R, Bg,Px) est I'espace probabilisé image avec la méme construction qu’au paragraphe précédent.

Si X(Q) est fini, alors on peut I'écrire X(Q2) = {x, xo,...,x,}, avec n = card (Q).
Dans ce cas, pour montrer que X est une VARD (Variable Aléatoire Réelle Discrete), il faut et il suffit de montrer que :

Vr; € X(Q), X({z:}) € A

Exemple : Soient Q = {a,b,c} et B ={0,{a},{b,c},Q}. C’est bien une tribu de .

Q—-R Q—R
On définit deux applications : X Z:? et Xy: Z:(()) On a X;1(Q2) = X»(Q) ={0,1}.
cr— 1 c— 1

o VzeR\{0.1}, Xi({z}) =D et 0 c B
. )}11({0}> = {a} et {a} € B. Donc X, définit bien une VARD.

o Xy({1}) = {b,c} et {b,c} € B.

-1
En revanche, X5({1}) = {c} et {¢} & B donc X5 ne définit pas une VARD.
Remarque : Pour qu'une application soit mesurable, il est nécessaire qu’elle soit constante sur chaque évenement élémentaire.
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Fonction de répartition (cumulative) d’'une VAR

3.4.1 Probabilité attachée a un intervalle

Avec les notations précédentes, on considere (R, Bg,Py) I'espace probabilisé image et |a, b] € Bg.
Pour a < b, on a, par réunion disjointe : Px (] — 00,b]) = Px(] — 00,a]) + Px(Ja,b]) ou P(X < b) =P(X <a)+Pla < X <D).

Ainsi on a : V(a,b) € R* Pla< X <b)=P(X <b) —P(X <a)

3.4.2 Définition de la fonction de répartition

‘ Définition 35 }

P . . .. J R — R
On définit F' la fonction de répartition de la VAR X par F': { r — PX <a)
— Propriété 36
Soit X une VAR de fonction de répartition F.
VeeR, 0< F(z) <1 5. F est une application croissante sur R

Y(a,b) € R?, P(a < X <b) = F(b) — F(a)

1.
= 6. Va € R, I est continue a droite en a
3. lim F(z)=0, notée F(—o0) =0
T——00 7. L’ensemble des points de discontinuité de F' est au plus
4.

lim F(z) =1 notée F(+o00) =1 dénombrable.

T—>+00

Démonstrations :
1. Vient du fait que la probabilité d’un évenement est un nombre compris entre 0 et 1.

2. Cela a été vu juste au-dessus.
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3. ] —o00,z] = 0 quand x — —oo. Par continuité monotone, lim Py (] — 0o, z]) = Px(0) =0et lim P(X <z)= lim F(z)=0.
T——00 T——00 T——00
4. ] — 00, z] =|x, +oo[— 0 quand = — +oo. Ainsi lim (Jz,+o0]) =0 et P(X >2)=1-P(X <z)=1- F(z) dou lim F(z)=1.

T—+00 T—+00

ot

Y(z,y) €ER*telque z <y,ona: Fly)=P(X <y)=P[(X <z)U(r< X <y)]=Flx) +P(x < X <y) > F(x)
6. Etudions la continuité en un point a € R.

Continuité a gauche : |z,a] — {a} quand x — a~. Par 'axiome de continuité monotone, lim Px(]z,a]) = P(X = a)
TrT—a

donc lim P(x < X <a) =P(X = a). Et ainsi lim (F(a) — F(z)) = P(X = a) soit | lim F(z) = F(a) -P(X =a) |

r—a~ r—a~

— SiP(X =a) >0, alors lim F(z) # F(a) et F n’est pas continue a gauche en a.
Tr—a
— SiP(X =a)=0,alors lim F(z)= F(a) et I' est continue & gauche en a.

r—a
Continuité a droite : ]Ja,z] — 0 quand z — a™. Par 'axiome de continuité monotone, lim, Px(]a,z]) = 0 donc lim F(z) = F(a).
T—a T—a
Ainsi, Va € R, F est continue a droite en a.

7. L’ensemble {a € R, P(X = a) > 0} est ’ensemble des points de discontinuité de F'. Cet ensemble est au plus dénombrable.
(1 point dont le saut a une amplitude > 1

2 points dont le saut a une amplitude >

=

DN | —

En effet, il y a au plus :

n points dont le saut a une amplitude >

S|

ete

\
Donc il y a un nombre au plus dénombrable de points ou il y a un saut de discontinuité.
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Exemple : On s’intéresse au jeu de belote sans atout. Alors I : { - : ﬁ( X <) vérifie, selon les valeurs de x
A
six<0, F(x)=0, etpuis: 1L

o—

12 3 16 1 Co

si 0<e<2 F(x)—3—2—§, si 2<x<3 F(w)—ﬁzi, '—l
20 5 24 6 i P

i 3<r<4 Flz)=—=-, 4<xr<10 : Flo)=—=—, —t .
si x (x) 35 = 3 si x (x) 3 = 3 - |
28 7 B e—ti : |

si 10<z<1l @ F(o)=—==-, si 11<x - F(x)=1 o } !
32 8 1 i I N N N N | II 1

T T T 1 | 1 T LI | T
0 234 10 11

Répartition absolument continue

3.5.1 Variable aléatoire continue

| Définition 37 |
On dit qu'une VAR X est continue, (notée note VARC), lorsque sa fonction de répartition est continue sur R.

Alors : YVa e R, P(X =a)=0

En effet : lim F(z) = F(a), donc P(X =a) = F(a) — lim F(z) =0 (graphiquement il n’y a pas de saut)
Tr—a—

Tr—a—
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3.5.2 Fonction de densité de probabilité

| Définition 38 |

On appelle fonction de densité de probabilité sur R toute fonction f : R — R telle que :
1. Vx € R, f(x) > 0 (positivité)

2. f est presque partout continue sur R, autrement dit continue sauf sur un ensemble de points au plus dénombrable.

3. f est sommable sur R avec / f(z)dz = 1.
R

| Définition 39 |

Une VAR X est dite absolument continue s’il existe une densité de probabilité f telle que :

VB € Ba, Px(B)= / Ft)dt.

— Proposition 40

Si X est une VAR absolument continue admettant pour densité de probabilité f, celle-ci est alors liée a la fonction de

répartition F'de X : Ve € R, P(X <= / f(t)dt

Donc pour tout z ot F est dérivable on a F'(x )

3.5.3 Exemples

Exemple 1 :
1
X VARC suit la loi de Laplace, si elle admet une fonction de densité définie par : Vo € R, f(x) = 5 el
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f définit bien une densité de probabilité car
e VzeR, f(z)>0,
e f est continue sur R,

. /Rf(x)dx:2>< [—e‘x];mzl.

La fonction de répartition est définie par F': x — P(X < z) = / f(t)dt. On distingue deux cas :

. v 1 ]. x ]_ T
. S1x<O,F(x):/_OO§etdt:§[et}Oozie,
Siz >0, F(z) /0 1tdt+/$1 g =1 — e
[ lx/ s €T) = —e —e — — —e
2 o 2 2
ea:
—=f(x) st <0
Ainsi, ona: F(x)= 2 o
1— si >0

|

1 /»

0

43

Exemple 2 : Une densité de probabilité peut admettre éventuellement des limites infinies aux points de discontinuité. On parlera alors

de densité de probabilité généralisée (comme pour les intégrales).
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A

1

3 e” si <0
Ainsi : f:ox+— 1 si 0<z<l1 est bien une densité de probabilité,

4z "o

0 siox>1
car f est positive continue par morceaux, g

1 1 L1 1 4 :

o [f@ar= [ et [ dx_—[ ] +—[\/E} — 4o =1 : X
On constate une hmlte infinie en O+. I 0 ‘1 "

Fonction aléatoire d’'une VARC

20 si x €0,
0

Exemple 1 : Soit X une VARC dont la loi est connue par une fonction f densité de probabilité f : x — { 0 si zd]

1
X () =0, 1] et on vérifie facilement que f est bien une fonction de densité de probabilité, car / f(z)dz = / 2xdr = [ﬁ] =1
R 0 0

Soit ¢ la fonction de X définie par : ¢ : X — X® — 2. Déterminons la loi de probabilité de la fonction aléatoire Y = ¢(X).
Notons F' la fonction de repartition de X et G celle de Y.
Por 0 <z <1,ona —-2<2*—2< —1donc Y(Q) =[-2,—1].

Yy e [-2,-1], Gly) =PY <y) =P(X*-2<y) =P(X’<y+2)
:P(Xg(ym)%) :F((y+2)

G, par composition, est donc dérivable sur | — 2, —1]
1 1 2
ety el -2,-1 gy) =)= 3F ((4+2)8) x (27 F =2 ((p+2)
2( +2)75 i €] —2,-1]
z si —2, -
Ainsi g:yr— ¢ 3 Y Y
0 si Y g] - 27 _1[

N

Wl

W=

) < y+2)73

-

définit une densité de probabilité de la VARC Y = p(X).

Exemple 2 : Considérons X une VAR qui suit la Loi Uniforme sur [—g 2} X~U ([—g g])
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re[53
S1 X ——, =
272

1
X(Q) = [ 72T 721 et une fonction de densité de probabilité de X est f : z +— ™
0

sinon
2

Considérons Y = ¢(X) = X?. Alors Y(Q) = [0, WZ} . Notons F' la fonction de répartition de X, et G celle de Y.

Yy € [0, %2} . Gly) =P <y) =P(X? <y)
PV X VD) = PWE) - F(-vi)
donc, par dérivation, Vy € } : %2} 7( )+ f(—\/§)> = %\/g
1 ) T
Ainsi g : y —> 77—\/5 7 yE}U,Z}

0 sinon

[V

s 2

T 1 2 T
Note : on a bien /0 W—\/@dy = [\/g} 04 =1

45
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Chapitre I

Couple de variables aléatoires réelles discretes

Application mesurable, espace probabilisé image

On consideére (€2, A,P) un espace probabilisé, et I'espace probabilisable (R?, Br2) muni de la tribu engendrée par les « borels » de R? qui
sont les quarts d’espace | — oo, z[X] — 00, y|.

‘ Définition 41 }

-1
Une application V : Q — R? est mesurable, ou constitue un couple aléatoire, si pour tout B € By, V(B) € A.

On peut alors transporter la probabilité P,
IP)V : B]R2 — ./4. — [07 1]
-1 -1
B — V(B) — P (V(B))
On obtient (R?, Bg2,Py/) espace probabilisé image, et V = (X,Y) définit un couple de variables aléatoires réelles.

47
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—| Définition 42 I

Le couple aléatoire est dit discret si V() est fini ou dénombrable dans R?.

Alors V définit une application mesurable si et seulement si  V{(i,7)} € Brz, V ({(i,7)}) € A
(pour les événements élémentaires)

Notons p; ; = P <{/1 ({(%J)})> =P(X =4,Y =), alors : { :8:;% ; K%;:Zj

WV

0
0

Exemple : On jette successivement 3 pieces non truquées. On désigne par X le nombre de piles obtenus avec les 2 premieres pieces, et
par Y le nombre de piles obtenus avec les 3 pieces.
On cherche la loi ou la distribution de probabilité du couple V' = (X, Y).

On a X(Q) ={0,1,2} et Y(Q2) = {0,1,2,3}. Alors V() C X(Q) x Y(Q).

On remplit le tableau suivant, en déterminant les p; ;.

2
V({(la 1)}) = {P1F2F37 F1P2F3} donc P11 = g
etc.

Remarquons que 'on a Z Z pij =1

3 J
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Lois marginales

— Définition 43 |

On appelle loi marginale de X (resp. de Y) la loi de X (resp. de Y') qui découle de la loi du couple V = (X, Y).

4.2.1 Loi marginale de X
Evaluons la probabilité que X prenne la valeur i € X (Q). Notons Bx—; I"événement X = i.
isjoin -1 .o ..
P(X =1i) =Pv(Bx=) =P (U V({(i,j)})) N <V({(w)})> =Y Pe{(i,5)}) =D _pij
J J J J

On somme donc sur les lignes du tableau précédent :
B(X = i) = 3" 1y e Ton note i x| o | 1| 2|z

j
On vérifie que Zpi,. = Z Zpi’j =1
i i

4.2.2 Loi marginale de Y

De méme pour tout j € Y(2) on a :
PY =j)= Zpi’j que 'on note p, ;.

1
Et de méme ZP'J = Z Zpi’j =1.
j i
Remarque :
La connaissance de la loi du couple entraine donc la connaissance de la loi de chaque variable du couple. La réciproque n’est pas vraie en
général.
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Couple indépendant

En général, p; ; 7 Die X De ;-

‘ Définition 44 }

On dit que le couple V = (X,Y) est indépendant, ou que les variables X et Y sont indépendantes, si et seulement si :

V(i,j) € V(Q), Dij=Die X De

Uniquement dans le cas d'un couple indépendant, la connaissance de la loi suivie par chaque variable aléatoire entraine celle de la loi du
couple (appelée loi conjointe de X et Y).

Cas d’un un événement élémentaire

RQ

Pour un couple aléatoire  V : Q) — R?

On a la composée :
-1

g Bre - A -5 [0, 1]
V@D - ./
{(5)}— V{EN) — P (V({(i,j)})) =Py ({(i.7)})

Bre —» A LN [0,1]

(G VH6.0))) s P (v1<{<z',j>}>) — Py ({(i,)})

Y

[ 1 ]
L1 ]
0 \ 1

Py({(z,75)}) = P(V{{i. ) 1)



Chapitre 5

Structure des lois de probabilité

Principaux parametres

5.1.1 Parametres de position

Soient (£2,.A4,P) un espace probabilisé, et X une VAR.

Sous réserve d’existence des objets que I'on va définir (existence d’un maximum, d’une somme de série, d'une intégrale, ...)

‘ Définition 45 }

o Un mode de X, noté T, est une valeur prise par la variable ou se réalise la probabilité maximale pour une variable
discrete, ou le maximum de la densité pour une VAR absolument continue.

_ _ 1 _
o Une médiane de X, notée T est un réel tel que P (X < f) > 3 et P (X > E) >

DN | —

ol
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Définition 46

« L’espérance mathématique (ou moyenne) de X est la moyenne arithmétique des valeurs prises par la variable
aléatoire, pondérées par leur probabilité respective. Précisément :
in pi
— Si X est une VARD, E(X) = X x;p;ou p; = P(X ) et p; =1
= =2 2

o

— Si X est une VARC, E(X):7:%:/Rxf(:c)dx car/Rf(:r;)dx:

5.1.2 Parametres de dispersion

| Définition 47 |

« L’écart absolu moyen est défini par E(|X — X]|).
— Si X est une VARD, on a E(|X — X|) = Z|xz—x|pz

— Si X est VARC, on a E(|X — X|) :/|x—5]f(:c)d:v.

R —
« La variance de X est définie par V(X) = E ((X — X)?). Elle est positive.
— Si X est une VARD, V(X) = Z(a:l —7)°p;.
— Si X est une VARC, /(x —7)? f(z) da.
R
o L’écart-type de X est o(X) = +/V(X) > 0.

Remarque : L’écart absolu moyen, bien qu’intéressant en terme de distance, ne possede pas de propriété algébrique contrairement a la
variance.



5.2. PROPRIETES RELATIVES AUX PARAMETRES 53
5.1.3 Les moments
| Définition 48 |
Sous réserve d’existence des sommes de séries ou des intégrales :
« Soit k € N*, le moment simple d’ordre k est m; = E(X").
Pour une VARD, m;, = Z ¥ p;. pour une VARC a densité, m; = / 2* f(z) dx.
e Soit k € N*, le moment centré d’ordre k est y = E ((X — X)*).
Pour une VARD, pu; = Z(mz — Y)kpi. pour une VARC a densité, u, = /(I‘ — Y)k f(x)dx.
,L' R
Remarque : Pour l'interprétation, il est souhaitable d’associer & un parametre de position, un parametre de dispersion adequat.
Par exemple (my, o).
(4 V4 ° 8\
Propriétés relatives aux parameétres
— Propriété 49 (de I'espérance)
1. Pour une VAR X constante égale a k, k € R, E(X) = k.
2. Pour tout (a,b) € R?, E(aX)=daE(X), E(X+b)=E(X)+b etdoncE(aX +b)=aE(X) +b.
Démonstration de la propriété 2. On traite le cas discret, et on adapte la démonstration au cas continu.
[

2

Soit (a,b) € R?, E(aX +b) = Z(ami+b)pi = ainpiquZpi =aE(X)+b car Zpi = 1.
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Théoréme 50 (Konig-Huygens)

Pour toute VAR X, sous réserve d’existence, V(X) = E(X?) — (E(X))?

Démonstration. On traite le cas discret, et on adapte au cas continu.

V(X) =D (2, —7)p;
= Z (x2pi — 2T 2 pi +T° ;)

:ZI pz_zx Z$1p1+1’ sz

— my — 2E(X)E(X) + E(X)? x 1
=E(X?) — (E(X))?

Propriété 51 (de la variance et de 'écart-type)

Soit X une VAR.
1. Si X est une VAR constante égale a k, k € R, V(X) =

2¢ La variance est quadratique : Ya € R, V(aX) = a*V(X )
« La variance est invariante par translation : Vb € R, V(X + b) = V(X)
o Ainsi V(a,b) € R*, V(aX +b) = a®V(X)

3. VY(a,b) € R* 0(aX +b) = |a| - o(X)

Q

Démonstration. V(aX +b) =E ((aX +0)*) — (E(aX + b))* (d’apres Kénig-Huygens) O

= a’E(X?) +2abE(X) 4+ b° — (a*(E(X))* + 2abE(X) + b*)
= a* (E(X?) — (E(X))?)
=a’V(X)
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Propriétés relatives aux couples de variables aléatoires réelles

{ Définition 52 )

Sous réserve d’existence, I’espérance d'un couple est le couple des espérances : E [(X : Y)] = (E(X),E(Y)).

5.3.1 Espérance de la somme de deux variables aléatoires réelles

Propriété 53

Pour toutes VAR X et Y, sous réserve d’existence, E(X +Y)=E(X)+E(Y).

Démonstration. On démontre le cas discret.
X(Q) ={z;,i €I} et Y(Q) ={y;,j € J} sont finis ou dénombrables.
Notons S = X + Y, alors S<Q> = {Sz’,j = T; +yj, (Z,]) el x J} et Dij = ]P)(X = IZ',Y = y]) = ]P)(X =x; N Y = y])

On a des systemes complets d’événements, donc d’apres la formule des probabilités totales :

jeJ

De méme, g pi;j = q;. Ainsi on a :
i
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E(X +Y) Z S13Pi
= Z Z(% + ;)i
i
= Z Z TiPij + Z Z YiDi,j

() ()
= ZWﬁZ%%

— E(X) +E(Y)

Conséquence : E(X — X)=E(X)+E(-X) =X — X = 0. On parle alors de variable aléatoire centrée.

5.3.2 Espérance du produit de deux variables aléatoires discretes

Si Z = XY, alors Z(Q) = {z,; = zy;,(1,7) € I x J} et E(XY) Zzupw Zinyjpi,j.

Propriété 54

Si (X,Y) est indépendant, alors E(XY) = E(X)E(Y) (la réciproque est fausse)

Démonstration. Du fait de I'indépendance de X et Y, on a p; ; = p;q;. Alors :

= Z inyjpi%’ = (Z Iz‘pz) X (Z ?Jj%‘) = E(X)E(Y)
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5.3.3 Covariance d’un couple de variables aléatoires réelles discretes

— Définition 55 |

On définit la covariance du couple (X,Y) par Cov(X,Y)=E[(X - X) - (Y - Y)]

Propriété 56

Pour toutes VAR X et Y, sous réserve d’existence, Cov(X,Y)=E(XY)—-E(X)E(Y)

Démonstration. On développe.

Cov(X,Y) —E[(X X) (Y Y)}

E(XY - XY — XY + XY)

(XY) — (XY) E(XY)+E(XY)
(X

(X

Y) = YE(X) - XE(Y) + XY

E
E
E(XY) - E(X)E(Y)

Proposition 57

Si X et Y sont indépendantes, alors Cov(X,Y) = 0. (la réciproque est fausse)
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5.3.4 Coeflicient de corrélation linéaire

| Définition 58 |

On définit le coefficient de corrélation linéaire entre X et Y par :

Cov(X,Y)

AXY) =000 oY)

C’est un réel, sans unité. S’il n’y a pas d’ambiguité, on le note plus simplement p.

Proposition 59

Sous réserve d’existence <1
)

Démonstration. C’est I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Soient U et V deux VAR, et A € R.

Alors E((U + AV)?) > 0 donc le trindme T : A — E((U + AV)?) = N2 E(V?) + 2AE(UV) + E(U?) reste toujours positif. Son discriminant
est donc négatif ou nul :

A =4[EUV)]? —4E(UE(V?) <0. AvecU =X —X et V=Y — Y, cela donne :

E(X -X) -Y)]" <E[(X -X)]-E[(Y - V)]

Ainsi Cov(X,Y)? < V(X) - V(Y) et donc p* < 1, d’ou |p| < 1. O

Proposition 60 (totale corrélation)

p==x1< X et Y sont liées par une relation affine X = aY + .
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Cas particuliers : Si Y = X, on obtient p(X, X)=1.S1Y = - X, p(X,-X) = —1.

Démonstration. On s'intéresse au cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwarz. A =0« 3\ € R: E (U + AV)?) = 0.

Or (U + \oV)? est positive, son espérance est nulle si et seulement si les événements ou elle est non nulle sont de probabilité nulle (on dit
qu’elle est presque stirement nulle).

On va considérer la variable aléatoire nulle U + AV = (X — X) + Ao(Y —=Y) = 0.

Cela signifie que X et Y sont liées par une relation affine : X = aY + b.

Ainsi, si X = aY + b, alors

Cov(X,Y) =E(aY? +bY) —E(aY + b)E(Y) = aE(Y?) + bE(Y) — aE(Y)? — bE(Y) = aV(Y)

XY
CoviX.¥) @ _ 4 O

Bt V(X) = V(aY +b) = a?V(Y), done p = “m=nh = 1

5.3.5 Variance d’une somme de deux variables aléatoires réelles

Proposition 61

Pour toutes VAR X et Y, sous réserve d’existence,
1. VIX+Y)=V(X)+V(Y)+2Cov(X,Y)

2. En particulier, si X et Y sont deux VARD indépendantes, on obtient V(X +Y) =V(X) + V(Y). (la réciproque est
fausse)

Démonstration. V(X +Y)=E[(X +Y)?] —E(X +Y)? O
E(X? +2XY +Y?) — [B(X) + E(Y))?

E(X?) + 2E(XY) + E(Y?) — E(X)? — 2E(X)E(Y) — E(Y)?

\Y

(X)+ V() 4+ 2Cov(X,Y)
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5.3.6 Exemple

1
On jette un dé non pipé. On a Q = {1,2,3,4,5,6} = {w;,i € {1,...,6}} avec P(w;) = it

Q — R
Q — R 6 — 3

X:¢ Pair — 2 X(Q)={1,2} ; Y: 5 P Y(Q) = {0;3}.
Impair +— 1 1345 —s 0

Calculons les espérances et variances de ces VARD.

1 3
- E(X)=1x-4+2x==2
X =1 Y J=017=31 Die (X) X2+ X2 2
— 2 1
i=1 12 | 0 |12 E(Y)=0x=4+3x-=1
i =2 1/6 | 1/3 | 1/2 3 1 3 1 1
Psj 2/3 | 1/3 | 1 E(XY)=1x0% 5 +2x0x c+1x3x0+2x3x 5 =2
1 9 1
VIX)=1*x-+4+2x-—"=2
() =1 g+ x5 =171
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V4 [ L4 [ V4
Inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Soit (£2,.A,P) un espace probabilisé, et X une VAR définie sur €2 dont on ne connait que m = E(X) € Ret 0 = /V(X) € R%.
On s’intéresse a la probabilité d'un intervalle centré en m : P(X €|m —e, m+¢|).
€ est une « proportion » de I'écart-type o, nous noterons donc € = to avec t > 0.
— Théoréme 62 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev)
—1
Soit % =X (] —oco,m—e[Um+e, +oo[) ={w e Q,| X(w) —m| > to}.
1 1
Alors, P(21) = P(|X —m| > to) < 7 Ou P(|X —m|<to) >1— 7
o? o?
Autrement dit, P(|X —m| >¢) < — ou P(|X —m[<e) > 1— =
5
Démonstration. Q€ Aet Q= UQ,.
« Pour une VARD, ¢? = Z(xl —7)%p;.
« Pour une VARC, ¢0? = /(x —7)?f(x)du.
R
Dans les deux cas, on note V(X) = 0> = E[(X — X)?] = /(X — X)?dPg (notation de Stieltjes)
Q
La fonction est positive : 02 > / (X — X)%dP,.
1951
De plus, sur €, on a (X — X)* = |X —m|* > & = t*0” donc o* > / 2o dPg.
951
1
—, d’ou le résultat. O

27

Ainsi: 1> / t2dPg et / dPg =P(24) <
o o

~+
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Remarques :
e Pour t < 1, I'inégalité ne nous donne rien de nouveau.
1
o Pour ¢t > 1, prenons par exemple t = 2, alors P(|X —m| < 20) > 1— T

1
Pour ¢ = 3, on obtient P(|X —m| < 30) > 1 — 9

On peut affirmer que, pour toute probabilité et toute VAR X, 75% (resp. 90%) des valeurs prises par X sont a une distance inférieure
a 20 (resp. 30) de la moyenne.

o L’inégalité est tres générale dans son domaine d’application mais peu performante. Il est préférable, si possible, d’utiliser la fonction
de répartition appropriée pour calculer la probabilité attachée a un intervalle.
Par exemple si X est une VARC de fonction de répartition F :

P(|X —m|<20)=P(m—-20 < X <m+20)=F(m+20)— F(m—20)

e Cependant, I'application du théoreme est fondamentale pour la loi faible des grands nombres qui constitue le lien historique entre
Statistiques et Probabilités.



Chapitre 6

Fonctions génératrices, produit de convolution

Premiere fonction génératrice

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Soit X une VAR, définie sur €.

6.1.1 Définition

| Définition 63 |

On appelle premiere fonction génératrice de X, notée Gy, la fonction définie par :

G R — R
Xl u — E@Y)

On parle aussi de fonction génératrice des probabilités. On a toujours |Gx (1) =E(1) =1|et Vu € [-1,1], |Gx(u)| < 1.

Dans ce cours, nous 'utiliserons principalement dans le cas ou X est une VARD a valeurs dans N.

63
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Mais, selon les cas, sous réserve d’existence, G x(u) est :
« Dans le cas discret avec X(Q) C N, Gx(u) =E(u") = an u™ avec p, = P(X = n).
n=0

o Si X () est fini, Gx est un polynéme.
o Si X(Q) est dénombrable Gx est la somme totale d'une série entiére. De plus Z pn = 1 donc elle est absolument convergente

neN
en u = 1, et son rayon de convergence vérifie R > 1.

« Dans le cas continu, Gx(u) = ]E(uX ) = / u” f(z)dz ou f est une densité de X. En général, on préférera utiliser la deuxieme fonction
R

génératrice.

Proposition 64

Pour qu’'une fonction soit génératrice d'une loi de probabilité, il faut et il suffit qu’elle soit développable en série entiere,
que les coefficients du développement soient positifs ou nuls, et que leur somme totale soit égale a 1.

— Théoréme 65 |

La premiere fonction génératrice d'une VARD caractérise sa loi de probabilité.

Démonstration. Dans le cas discret, c¢’est I'unicité des coefficients d'une série entiere qui assure que deux variables aléatoires réelles
discrétes X et Y, définies sur un méme €2, et ayant la méme fonction génératrice vérifient Vn € N, P(X = n) = P(Y = n) donc elles ont
méme loi. O



6.1. PREMIERE FONCTION GENERATRICE

6.1.2 Calcul des moments factoriels

65

Proposition 66

Sous réserve d’existence :

e V> 1,Gx®(1) =E(X(X —1)(X —2)-- (X —k +1)) =y le moment factoriel d’ordre k.
« B(X) =Gx'(1) = pp

. V(X)=Gx'(1)+Gx"(1) — (Gx"(1))* = upy + pyz — ey

Démonstration. Dans le cas discret :

e Sur|—R,R[,onaGx'(u) = ann u""! et sous condition que la série dérivée converge en u =1, on a Gx (1) =

n=1

ann =E(X).

neN

De méme, Gx " (u) = Zn(n —1)u""? et sous condition d’existence, G'x "(1) = Zn(n —1)p, =E(X(X —1)) = ppy.

neN n>2
Par récurrence évidente, on généralise a l'ordre k& pour obtenir :
Gx W)= nn-1)-(n—k+1)p,u" " dott Gx W(1) =E(X(X = 1)+ (X =k + 1)) = ppy.
n>k
» D’apres ce qui précede, E(X) = Gx (1) = pp
« E(X(X —1)=E(X?) —E(X)=Gx"(1) doncE(X?) =E(X)+ Gx"(1) = pup + pz)
et ainsi  V(X) = E(X?) — E(X)? = py + pi) — pfy
On retrouve la formule annoncée.
Dans le cas continu, on dérive I'intégrale a parameétre Gx (u) = E(u") = / u® f(x)dz ou f est une densité de X,
R

dou Gx'(u) = /

ru! f(r)dr et Gx'(1) = /xf(a:)dm = E(X), de méme pour les dérivées successives.
R R
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6.1.3 Développement au voisinage de 1 et application

Proposition 67

Dans le cas discret, pour v au voisinage de 0, on a :

n

(Y
Gx(1+v) =) 7 Ml

n=0

Démonstration. On pose u = 1+ v et on développe en série entiere pour u au voisinage de 1~ (donc pour v au voisinage de 07) :

v o, vt o, V" " " .
Gx(u) = Gx(1+v) = Gx(1) + 4 Gx () + 5 Gx ")+ + — Gx () +00 = > — Gx (1)

n=0

Exemple d’application : Soit X une variable aléatoire discrete telle que pour tout k € N, ) = m"* avec m > 0.
Déterminons la loi de X.

Pour les v pour lesquels cela a un sens (ce qui est assuré pour v € [—1,0]), on a :

" ot
Gx(1+v) = Z k] = Z am = exp(mv)
n=0 n>0
e "m" n
=exp(m(u—1)) = Z —ut = ZIP’(X =n)u
n=0 n=0
Par unicité des coefficients, on obtient Vn € N, P(X =n) = ¢ :n donc X suit une loi de Poisson de parametre m (voir chapitre 9).
n!

—m

Remarquons que Gx(u) = e "e™ a un rayon de convergence infini.
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Deuxieme fonction génératrice

67

Soit (€2, A, P) un espace probabilisé. Soit X une VAR, définie sur .

| Définition 68 |

On appelle deuxieme fonction génératrice de X, notée gx, quand elle existe, la fonction :  ¢gx : { ;

On parle aussi de fonction génératrice des moments. On a toujours |gx(0) = 1|.

« Dans le cas discret, gx(t) = E(e'¥) = anet" avec p, = P(X = n).

n=0

 Dans le cas continu, gx(t) = E(etx) = /e”f(x) dx ou f est une densité de X.
R

— E(etx)

— Proposition 69

« Cas discret : si X est une VARD, alors (sous réserve d’existence des dérivées) :

VE e N*,  gx ®(t) = anpn e et donc gx ¥ (0) = anpn = E(X*) = my

n=0 n=0

o (Cas continu : si X est une VARC de densité f, alors :

VkeN*, gx®(t) = / % et f(z)dz et donc gx ®(0) = / 2* f(z)de = E(X") = my,
R R

o Dans tous les cas  E(X)=m; =gx'(0) et V(X)=E(X? —E(X)*=my—m:=gx"(0)— gx'(0)?

Cette proposition justifie 'appellation de génératrice des moments (simples).
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Produit de convolution

6.3.1 Définition

Considérons deux variables aléatoires réelles indépendantes X; et X5, qui suivent deux lois de probabilité X; ~ Py et Xy ~ Ps.

| Définition 70 |

Le produit de convolution des deux lois de probabilité Py et Ps, noté Py x Py, est la loi de probabilité associée a X7 + X5
(somme indépendante). Autrement dit :
X1+ X9 ~ Py x Py

6.3.2 Lien avec les fonctions génératrices

Remarque : Pour I'indépendance des VARC, voir chapitre 17.

Proposition 71 (premiére fonction génératrice)

Si X7 et X, sont deux variables aléatoires réelles indépendantes : Gy, x,(u) = Gy, (u) X Gx,(u)
la ou elles sont définies simultanément.

Démonstration. Gx,+x,(u) = E(u¥%) = E (u™ x u™?) ndépendantes E(u™) x E(u™) = Gx, (u) x Gx,(u). O
Proposition 72 (deuxieme fonction génératrice)
Si X7 et X, sont deux variables aléatoires réelles indépendantes :  gx,.x,(t) = gx, () X gx,(t)

quand elles sont définies.

Démonstration. gx,+x,(t) = E (!511%2)) = E (e x /*?) idépendantes g (1) x E (e"2) = gx, () % gx,(t). O
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Lois de probabilité discretes
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|Chapitre 7

Lois de Bernoulli

Loi alternative

7.1.1 Cadre de la loi

Elle régit les phénomenes a caractere dichotomique (pile/face, pair/impair, etc). 2 est un ensemble d’éventualités s’excluant mutuellement.
Nous pouvons traduire cette dichotomie suivant la partition : A + A = €.

Considérons B = {0, A, A,Q} et notons p = P(A) € [0,1] et ¢ =1 —p = P(A) € [0,1]. Nous obtenons ainsi (2, B,[P) comme espace
probabilisé.

On utilise la loi alternative pour une VARD X ne prenant que deux valeurs distinctes :

1 1
X(Q) = {B1, B2} avec By < By et on choisit A = X (Bs) et donc A = X (By).

7.1.2 Distribution ou loi de probabilité

ZT; Bl BQ b
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72
Proposition 73
Si X suit une loi alternative avec X (Q2) = { By, Bs}, alors on a :
° E(X) = qu —{—pBQ
« V(X) = pa(Bs — By)? et o(X) = /5l B — B
Démonstmtz’oné.

« B(X) =) ap;=qBi+pBa.
=1
¢ V(X) =E(X?) -E(X)?
= ¢B;} +p322 — (¢B, +PB2)2
= q(1 —q)Bf +p(1 — p) B3 — 2pq B, By
= pq(B} + B; — 2B\ Bs)
= pq(B; — By)?

7.1.3 Nature des informations fournies par les parametres

o L’écart (By — By) est un facteur de dispersion.

e E(X)=(1-p)B;+pBsdonc B; < E(X) < Ba.
1

e p(1 —p) admet un maximum en p = 3 (équidistribution). Dans ce cas, V4, = Z(Bg — B))*.

« Dansle cas ou X (€Q2) C N, on peut définir la premiere fonction génératrice polynomiale :

et retrouver ainsi les principaux parametres calculés supra (par dérivation).

Vu € R,

Gx(u) = E(u™) = quP + pu’




7.2. LOI DE BERNOULLI OU LOI ALTERNATIVE SIMPLE

Loi de Bernoulli ou loi alternative simple

7.2.1 Cas particulier : loi de Bernoulli

{ Définition 74 )

La loi de Bernoulli est un cas particulier de loi alternative avec B; = 0, By = 1.

Notations : La loi de Bernoulli de parametre p se note B(1,p). Si X suit cette loi, on écrira X ~ B(1,p).
A est I'événement ensemble des « succes » et A est événement ensemble des « échecs ».

X(Q) ={0,1} et siw € A, alors X(w) =1etsiw¢ A, alors X(w) = 0. (On rappelle que w désigne une éventualité)
Ainsi, X = ¢4 la fonction caractéristique (au sens ensembliste) de A, on dit que X est un indicateur de probabilité.

7.2.2 Loi et principaux parametres

=
.
I

)| q|p|1

— Proposition 75

Si X ~ B(1,p), alors :
« E(X)=p
« V(X) =pq et o(X)=1/pg
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7.2.3 Premiere fonction génératrice

Proposition 76

Si X ~ B(1,p), alors Vu € R, Gx(u) = E(u™) = ¢+ pu.

On peut retrouver les principaux parametres (par dérivation en 1).



Chapitre 8

Loi binomiale et aléa géométrique

Loi binomiale

8.1.1 Qualification de la loi binomiale

Dans une production de pieces, avec une proportion p € [0,1] de pieces défectueuses, on préleve un échantillon de 3 pieces par tirage
bernoullien (avec remise assurant l'indépendance des tirages).
On désigne par X la VARD prenant pour valeur le nombre de piéces défectueuses de I’échantillon. On note ¢ =1 — p.

Distribution ou loi de probabilité :

Avec X () ={0,1,2,3} on passe en revue tous les cas : D pour défectueux, D pour non défectueux.

75



76

CHAPITRE 8. LOI BINOMIALE ET ALEA GEOMETRIQUE

1" tirage | 2°"¢ tirage | 3¢ tirage | x; | probabilité
D D D 0 ¢
D D D 1 g
D D D 1 g
D D D 2 P2q
D D D 1 g
D D D 2 P2q
D D D 2 P’q
D D D 3 p?

En regroupant suivant les valeurs z;, on obtient la loi de probabilité de la VARD X :

z |0l 1 | 2 [3] %

P(X =) | ¢ | 3¢° | 3ap” | P° | (p+q)° =1

8.1.2 Cadre et énoncé de la loi binomiale

Il s’agit d’une succession d’épreuves :
o Répétées n fois, ou n € N*,
 Identiques,
o Indépendantes et a caractere dichotomique.
On s’intéresse ici au nombre k£ de succes parmi ces n épreuves.

Soit 0 = {F, S} pour « échec » et « succes », avec p =P(S) € [0,1] et ¢ =1—p=P(FE). Soit Q = QF, alors P(2) = P(Q}]) muni de la
probabilité produit II. Ainsi (2, P(£2),1I) est un espace probabilisé.
On peut définir une VARD X qui compte le nombre de succes parmi ces n épreuves.
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| Définition 77 |

s 1.e . < — bre d’é :
La VARD X suit la loi binomiale de parameétres n et p : X ~ B(n,p) avec = nom r(? . ,e pl:euves .
p = probabilité d’un succes

avec X (Q2) = [0,n]. Cette loi est définie par :

n

Vke[0,n], P(X=Fk) = (k

>p’“q”"“ noté py,

avec k succes et n — k échecs sur n épreuves.

Les py, sont positifs, et on a Zpk = Z <Z) pP(1—p)" % = (p+¢q)" =1" =1 donc les p;, définissent une loi de probabilité.

k=0 k=0
Remarque : Les pj;, sont les différents termes du développement de (p 4 ¢)" par la formule du bindéme de Newton, d’ou appellation de

loi binomiale.

Loi binomiale et loi de Bernoulli

Pour tout i € [1,n], X; ~ B;(1,p) et X compte le nombre k de succes parmi les n épreuves indépendantes de Bernoulli (donc X ~ B(n,p)).
n

Alors X = Z X; (somme indépendante) donc, par construction, la loi de X est le produit de convolution des lois des X :

=1

B(n7p> = 61(17]?) * 82(17]9) *oeeox Bn(lvp)
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8.2.1 Principaux parameétres

Proposition 78

Si X ~ B(n,p) alors :
e E(X)=mnp
« V(X) =npq et o(X) = \/npq

Démonstmtz’onﬁ
« E(X) =) E(X;)=np.
i=1
. V(X) —v (Z Xl) indépe;dance ZV(XZ) — npq 0
i=1 i=1

8.2.2 Premiere fonction génératrice

Proposition 79

Si X ~ B(n,p), alors par convolution :

n

Vu € R,Gx(u) = E(u®) = [[ Gx.(w) = (pu+ )"

=1

On peut ainsi retrouver les principaux parametres.
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8.2.3 Convolution de lois binomiales

Supposons X; ~ B(n,p) et Xy ~ B(m, p) deux variables aléatoires réelles discretes indépendantes. Alors X; + X5 ~ B(n, p) * B(m, p) par
définition du produit de convolution.

Proposition 80

Si Xy ~ B(n,p) et Xy ~ B(m,p) alors :

1. B(n,p) * B(m,p) = B(n+m,p)

2. Xi+ Xy ~ B(n+m,p) (une somme de 2 compteurs est un compteur)

Démonstration. On utilise les fonctions génératrices :
Gxix,(u) = Gx, (u) X Gx,(u) = (pu+q)" X (pu+q)" = (pu+ q)™"™" qui est la fonction génératrice d'une B(n + m, p)
donc X + X3 ~ B(n + m,p) puisque la fonction génératrice caractérise la loi. n

8.2.4 La fréquence binomiale

{ Définition 81 )

X
Si X ~ B(n,p) avec p € [0, 1], on appelle fréquence binomiale la VARD F' = —-
n

Alors F(Q2) = {O»

SEIES

1} et F(Q) C Q.

S|
S|
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Proposition 82 (principaux parametres de la fréquence binomiale)

X
Si X ~B(n,p)et F=—alors: E(F)=p , V()= % et o(F)= ra
n n
) ] k X 1 X 1 npq  pq
D tration. Vk P(F=—-)=PX =k)doncE(F)=E|— | =-E(X)=pet V(F) = — ==V X)=—=—-0
émonstration. Yk € [0,n], P( n) ( ) donc E(F) (n) - (X)=pet V(F) V(n) = (X) e .
Généralisation
8.3.1 Distribution multinomiale
Pour s > 2, on considere (Ay, As, ..., As) un systéme complet d’événements, ainsi 2 = Z A,
i=1
On note p; = P(4;),i € {1,...,s} les probabilités de chacun de ces événements.

On effectue n épreuves répétées indépendantes a caractere multinomial. La probabilité pour que A; se produise k; fois, Ay se produise ko
fois, ..., et A, se produise k, fois avec k1 + ko + -+ k, = n est :

n!
P(X) =k, Xo=ky,....X; =k,) = mplflp? coephe

Note : ce n’est pas une loi de probabilité d'une VARD (mais d’un vecteur aléatoire).

8.3.2 Exemple d’application

Les ampoules colorées produites par une usine sont rouges, bleues et vertes dans les proportions 50%, 30% et 20%. A partir d’un échantillon
de 5 ampoules, calculons la probabilité d’avoir 2 rouges, 2 bleues et 1 verte :

5!
m0,52-0,32-0,2:0,027



8.4. ALEA GEOMETRIQUE OU LOI DE PASCAL

Aléa géomeétrique ou loi de Pascal

81

8.4.1 Cadre et énoncé de la loi géométrique

Il s’agit d’une succession d’épreuves :
o Répétées n fois, avec n € N*
o Identiques
 Indépendantes a caractere dichotomique, avec une proportion de succes p €]0,1].
On s’intéresse ici au nombre k d’épreuves jusqu’au premier succeés (succés compris dans le compte).

Par exemple, pour ’événement succession £ EF E E S ona X =5.

On répete I'épreuve au moins une fois, éventuellement une infinité de fois, et on considere Q = {E, S}V,

| Définition 83

Soit X une VARD suivant la loi géométrique (ou loi de Pascal) de parameétre p : X ~ G(p) avec p €]0,1]. Alors
X(Q) = N*. Cette loi est définie par :
Vk e N* P(X =k)=q¢"'p

VEEN  P(X =k)>0,et 3 P(X=k) =p (Z qk_1> = 1L — 1. Cela définit bien une loi de probabilité.
—q
keN* keN*
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8.4.2 Premiere fonction génératrice, principaux parametres

Proposition 84

1 1
1. Gx(u) = PU_ ot e rayon de convergence est R = — avec — > 1.
L —qu q q
2 EX) == , VX) =L e o)=Y
p p p
Démonstration.

1 1

L. Gx(u) Z upy = Z ubgtp = puZusqs =7 pu pour |ug| < 1 c’est-a-dire |u| < — donc R = —

keN* kEN* seN g q q
11

2. Pourtoutuel—— —{‘
q q
p(1 — qu) + pqu p : p 1
G/ — = d G 1 = — = — =
S N
1
donc E(X) = pup) = —
p
2pq 2pq _ 2q
G — d G (1) = =L = £ =
x(w) (I—qup ¢ x(1) = P p B

1 2¢ 1 p+qg+qg—1 q
\V4 2
donc (X)_MMJFMP]_NM_5+2§_2¥_T_1§ O



8.5. LOI BINOMIALE NEGATIVE

8.4.3 Seconde loi de Pascal

83

Il existe un second aléa de Pascal Y comptabilisant le nombre d’échecs jusqu’au premier succes : ¥ = X — 1.

‘ Définition 85 }

Avec les notations précédentes :
Y(Q) =N.Vk € NNP(Y = k) = ¢"p.

— Proposition 86

11
1. ‘v’uG}——,—[,GY(U) _ L
q q

2. Ainsi E(Y) = ¢
p

(carY = X — 1)

Loi binomiale négative

On reproduit plusieurs fois le second aléa de Pascal de facon indépendante.

Plus précisément : pour ¢ > 1, on note X; la VARD qui compte le nombre d’échecs compris entre le (i —

n

Pour n > 1, on note Y,, = Z X,; somme indépendante de n seconds aléas de Pascal.

=1

1)°™¢ succes et le ™ succes.

Y,, compte le nombre d’échecs jusqu’au n“"° succes, et « Y,, = k » est I’événement ou il y a eu k échecs et n succes avec un succes a la

derniere épreuve. On dit que Y,, suit la loi binomiale négative de parameétres n € N* et p €]0,1].
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—| Définition 87 |

Y, (2) =N et

n+k—1\ ,_ n+k—1\ ,
Vk‘GN,P(YnZk)=< 01 )p 1qkp=( _ >p q"

Proposition 88

1. Par construction, la loi binomiale négative est la convolution de n secondes lois de Pascal, donc

11 - p \"
vue]—g,a[,GYH(U)— (1_uq)

2. Ainsi, E(Y,) = E (Z Xi> = nE(X;) = % L V() =V (Z X,-) ndépendance  ¥(X;) = 4.
=1

)
=1 p




Chapitre

Loi de Poisson

Loi de probabilité

9.1.1 Cadre et énoncé de la loi de Poisson

Il s’agit d’une succession illimitée d’épreuves :
o Répétées
o Identiques
o Indépendantes a caractere dichotomique, avec une proportion de succes p « petit », c’est-a-dire pour un
phénomene rare.
On s’intéresse ici au nombre k£ de succes sur un nombre illimité d’épreuves.

85
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Définition 89

Soit X une VARD suivant la loi de Poisson de parameétre réel A > 0, on note X ~ P(\).
Cette loi est définie par :
DOy

X(Q)=NavecVkeN, P(X=k)=pr=c¢ o

)\k
Pour tout £ € N, on a p, > 0 et Zpk = Z = e e = 1. Cela définit bien une loi de probabilité.
keN keN '

9.1.2 Premiere fonction génératrice, principaux parametres

Proposition 90

Si X ~ P(A) alors :
1. Yu € R, Gx(u) = D),
2. E(X) =V(X) = \et o(X) = VA
3. Vk € N*, ppy = AF

Démonstration.

AF Au)*
1. Gx(u) = E(u™) = Zukpk = e_’\ZukH = e_’\z ( ]Z) est convergente pour tout u (série exponentielle), donc le rayon de
keN keN ) keN ’
convergence est R = +oo et Yu € R, Gx(u) = e e = 1),
2. Gy (u) = XX done E(X) = pp = Gy (1) = A.
G% (u) = A2~V donc g = A% Ainsi, V(X) = ppy + pg — M[Ql] =A A=A =\

3. Par récurrence immédiate. ]
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9.1.3 Convolution de deux lois de Poisson

Proposition 91

Soient X7 ~ P(A1) et X5 ~ P(\2) deux VARD indépendantes, avec A\; > 0 et Ay > 0. Alors :
1. PO\ * P(Aa) = P(A + Ao)
2. Yu € R7 GX1+X2 (U) _ e()\1+>\2)(u—1)

Démonstration. Gx,x,(u) = Gx, (u) x Gx,(u) = M x helu=l) — gatra)(u=1)

Comme les fonctions génératrices caractérisent la loi, X; + Xo ~ P(A; + Ag). O

Représentation graphique de la loi de Poisson

Selon la valeur de A, on obtient :

La représentation graphique a un maximum (le mode) pour k = [A]
(partie entiere) et si A est entier, on a deux réalisations du maximum
enk=A—1letk=A\
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A=8, A=20,
A=50 et A =100.

0 50 100 150

Rappel : Le parametre A est a la fois le mode, ’espérance et la variance de cette loi de probabilité.

Un cas concret

On considere la chute des V1 (bombes allemandes en 1941) sur Londres :

12 km

On délimite un espace de 12 km sur 12 km, que I'on partage en rectangles de 1/4km
fois 1km. Il y a 576 = 4 x 12 x 12 rectangles « unités d’observation ». 12 km

576 unités

1 /

1/4

On compte le nombre de V1 tombées dans chaque unité, il y en a X entre 0 et 5 donc X(Q2) = {0,1,2,3,4,5} et on note x; = i. On
compte le nombre n; d’unités ayant recu x; bombes. On constate les résultats du tableau ci-dessous.
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x, = V1 par unité 0 1 2 3 4 5 Somme

: e o 229 211 93 35 7 1 576

Effectifs enregistrés

Fréquence de chaque

cas: £, = n; 0,398 | 0,366 | 0,161 | 0,061 | 0,012 | 0,002 1

576
Jix; 0 0,3663 | 0,3229 | 0,1823 | 0,0486 | 0,0087 | 0,9288
fix/! 0 0.3663 | 0,6458 | 0,5469 | 0,1944 | 0,0434 | 1,7969

On obtient donc une moyenne m = 0,929 et une variance V = 1, 7969 — 0, 92882 = 0, 934.
La quasi égalité entre la moyenne et la variance calculées sur les données empiriques nous amenent a envisager que la VARD
« X suit la loi de Poisson de parametre \ = 0,93 »

Le tableau ci-dessous présente les effectifs empiriques et théoriques calculés a partir de cette loi :

X, i p, théorique €
effectif constaté effectif théorique
0 229 0.395 227.5
1 211 0.367 2114
2 93 0.171 98.4
3 35 0.052 30.6
4 7 0.012 6.9
5 1 0.002 1.1

Vous verrez en cours de Statistiques comment estimer la proximité entre les valeurs théoriques et les valeurs constatées, et donc comment
valider une hypotheése , ici « cette situation suit une loi de Poisson de parametre A = 0,93 ».
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Loi hypergéométrique

Cadre et énoncé de la loi hypergéométrique

Il s’agit d’une succession d’épreuves :
o Répétées n fois, ou n € N*,
o Identiques,

» Exhaustives (dépendantes) a caractere dichotomique.

On s’intéresse ici au nombre k& de succes parmi ces n épreuves.

On tire sans remise n boules d’une urne contenant N boules indiscernables, ou N = N; + N, avec :

e N; = N x p boules blanches, ou p est la proportion de boules blanches, p € [0, 1]

e Ny = N X ¢ boules noires, ou p+q = 1.
X est la VARD prenant pour valeur le nombre de boules blanches tirées. 2 est I’ensemble des combinaisons w de n boules tirées parmi
les N, avec 0 < n < N. (2, P(f2)) est un espace probabilisable avec équiprobabilité.

N 1
card(Q)) = ( ), ainsi P({w}) = -5~ pour un événement élémentaire et (€2, P(€2),P) est un espace probabilisé.
n

()
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En prenant k boules parmi N; blanches et n — k parmi N, noires on a :

| Définition 92

Soit X une VARD suivant la loi Hypergéométrique de parametres N,n,p, on note X ~ H(N,n,p) avec :

N =N xp+ N x q :taille de la population totale

n : taille de I’échantillon avec 0 < n < N
p € [0,1] : probabilité du succes, et ¢ =1 —p
() Go) ()G
X(Q) = [[sup(o,n — N xq), inf(N x p, n)]] et Vk € X(Q) P(X =k) = ~Elink) _ b/ on

() ()

Ny + Ny
n

N "\ (N N.
Justification du support : ( ) = ( ) = Z < 1) ( 2 k) car pour constituer un sous-ensemble a n éléments pris parmi
n n—

k
k=0
N = N; + Ns, on en prend k parmi N; puis n — k parmi Ny, ou k varie de 0 a n.
Onal0< k< N =Nxp k<n,et0<n—k<Ny=N xgq. Donc sup(0,n — N x q) < k < inf(N x p,n).

Principaux parameétres

Proposition 93

Si X ~H(N,n,p) alors : E(X) =np V(X) = npq

k% nl ntn—1) (n—1>.

- AV

, . n —
Démonstration. Rappelons que k(k) TR =R (k= Dli(n— k)
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E(X) =) kxp B(X(X—1) =S k(-1
it (XX=1) =3 k= D
1 N-p\(N-q T on
()6 | (2
w2 _ 1 .
G)ig \ kS An=k (g);k(k DU
—i, N (N p_l)(N q) 7N-p”(k_1)Np—1 N -q
(n) k=1 k-1 n—k N (]Z) ps k—1 n—=k
¥Z<N p—l)(N q> _N-p-(N p—l)zn: N-p—2\(N -q
G) g\ k=l JAn—k - ™ 2\ k-2 J\n—k
= (N p_1)<N q) CNp-(N-p—1)~(N-p—2\(N-q
GR) i\ Aot Sk a2\ k-2 J\n-k
k’::k—l 7]7;7_1 Z(N'p/_ 1)( N q /) k_/__k_zn. (N p_l nZ_Q N p_2 N q
G\ K S \n=1-F) Ny 2\ -2
(¥-1) _nn-1)p-(N-p—1)
. N —1
=n-p
“1)-p-(N-p—1
Ainsi, on obtient :  V(X) :,u[l]—l—,u[g}—,u%l] :n-p—i-n(n )]\f—(l b >—n2p2
B N—-14+Mn—-1)-(N-p—1)—n-p-(N—-1)\ (n—=N)-(p—1)
- p( N1 —nr N1
N — N — —
D’ou V(X):nqu_71L~ (N_le) est appelé le coefficient d’exhaustivité. Quand N — +oo, alors — — L. n

Remarque : Si I'on compare a une VARD suivant une loi Binomiale, notée Xp, ), alors on a :

N-—n

E(Xuwvnp) =B Xsmp) et V(Xuwnp) =V (Xson) X 57

Application : Dans la pratique, le controle métrologique industriel priviligie la loi binomiale (tirages avec remise) a la loi hypergéométrique
(tirage sans remise) car la population est "grande".
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Troisieme partie

Lois de probabilité continues

95






e 1 1

Loi uniforme sur |0, 1]

Définition

{ Définition 94 )

On dit qu'une VARC X suit la loi uniforme sur [0, 1] si elle admet une fonction densité de probabilité f définie par

- flx)=1 sizel0,1]
I '—>{f(x):0 siz¢[0,1]

On note X ~ U([O, ID avec X (Q2) = [0,1].
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f définit bien une densité de probabilité car : 4
e f est positive sur R L : Cr
o f est continue sur R\ {0,1}
o f est sommable sur R et / flz)dz =1
R :
0 1 '

Fonction de répartition et principaux parameétres

11.2.1 Fonction de répartition

Par définition, la fonction de répartition est donnée par

A y
. 14 Cr
R R sixz <0 F(z)=0 5
F{:c . F(m):IP’(ng) Onaainsi: ¢ si0<xz <1 F(z)==x E
siz>1 F(z)=1
F est affine par morceaux, continue sur R, et strictement croissante sur [0, 1]. 0 :1 x>
11.2.2 Principaux parametres
Théoréme 95 I
1 1 3
$i X ~ 1([0,1]), alors E(X) = 5, V(X) = = et o(X) = %

! 1 1]
Démonstration. ]E(X) = / x f(z)dz :/ rdr = 3 [332] - _.
R 0



11.3. DEUXIEME FONCTION GENERATRICE

IE(XZ):/Ra:2f(a:)da: /Oxda:—%[?’;:%

x
2
Par conséquent V(X ) = ]E [E ]

Enfin, 0(X) = /V(X) = % = %_

1
4 12

OJI»—t

Deuxieme fonction génératrice

et — 1

pour t # 0

1
VieR:gx(t) = E(etX) = /RetX f(z)de = /0 e'*dx | Donc gx(t) = : .
pour t =

gx est donc définie, continue sur R, et méme développable en série enticre sur R.
On peut retrouver ainsi, par dérivation, les principaux parametres de X. (ainsi que les moments simples)
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e 12

Loi uniforme rectangle sur |a, b|

Définition

{ Définition 96 )

Soient a et b deux réels tels que a < b. On dit qu'une VARC X suit la loi uniforme sur [a, b], si elle admet une fonction
flz) =
flz) =

si x € [a, b

densité de probabilité f définie par f :x +——
six ¢ |a,b

b—a
0

On note X ~ L[([a, b]), avec X (Q) = [a, b].

101
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f définit bien une densité de probabilité car :

Ly
o f est positive sur R L, Cr .
o f est continue sur R \ {a, b} b-a :
o f est sommable sur R et / flz)dz =1
R L 1 X
{ 1 >
a (@) b

Fonction de répartition et principaux parametres

12.2.1 Fonction de répartition

La fonction de répartition est : siz <a F(z) = Ox .
‘{R — R Onaainsi: ¢ sia<z<b F(x):b
: —a
= <
r — F(z)=P(X <z) Gz Flo)=1
F est affine par morceaux, continue sur R, et strictement croissante sur [a, b]
12.2.2 Principaux parametres
Théoreme 97I
b b—a)? b— 3
Si X NZ/{([a,b]), alors E(X) = a—2|— ,V(X) = ( 12@) et o(X) = ( g)\/_
I 1 b b
Démonstration. E(X) = /Rxf(a:) dr = b—a/a rdr = 20— a) [332]& = a—21— :
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103
2 2 1 ’ 2 _ 1 1 3b 1 2 2
E(X?) /Rx f(z)dz b—a/ax dx—b_ag[x]a g(@ +ab+b)
2 2 > 17, 2 Lr g 2 L7y 2 (b—a)
Par conséquent, V(X) = E(X?) = [E(X)|” = 2 (a? +ab+8?) = £ (0 + 200 +8?) = 5 (a® = 2ab+8?) = =
b—a (b—a)V3
Enfi X)=vV(X) = = . 0O

Deuxieme fonction génératrice

ebt _eat
1 b - - t#£0
VieR: gx(t) = E(etX> = [ " f(z)dx = P / e dx Ainsi : gx(t) = { t(b—a) pour # 7
R - a

1 pourt =10
Cette deuxiéme fonction génératrice permet de retrouver, par dérivation, les principaux parametres de X.(ainsi que les moments simples)
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e 1 3

Loi exponentielle (négative)

Définition

{ Définition 98 )

On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi exponentielle (négative) de parameétre A ou A > 0, si elle admet une fonction

=\ -z . > 0
densité de probabilité f définie par f :z +—— (@) ¢ ST &
f(x)=0 siz <0
On note : X ~ &(X), avec X(Q) = [0, 4o0[.
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f définit bien une densité de probabilité car :
o f est positive sur R
e f est continue sur R*

« f est sommable sur R et / flz)dx =1
R

-1

+o00 A A
En effet,/f(t)dt:/ AeMdt = lim / Ae Mdt = lim [—e—“] ~ lim (1—5“) —1lcar A >0
R 0 0 0

A—+o0 A—~o00 A—+o0

Fonction de répartition et principaux parameétres

0 1 2

13.2.1 Fonction de répartition

La fonction de répartition est donnée par A

R —r - e e - -
F:{x — F(m):]P’(ng)

siz<0 F(z)=0 0,51 Cs

O . .: T x
maainsi: g o Flz) = / YoMt — [—e_’\t} — ] _ e
; 0

F est continue sur R, strictement croissante sur [0, +oc[, et de classe 1 0 )
C*° par morceaux.
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13.2.2 Principaux parametres

Théoréme 99 I

1 1
Si X ~&(N)), alors E(X) = N V(X) = VL et o(X)=—
+o00
Démonstration. ]E / x)dr = / re *®dx quon intégre par parties
0
A Y Az XA —)A
/ a:e”\xdx:[ }A—l——/ e Mdr = — Ae +1[_e }A 1 Ae - — L
0 A Jo A A A A do A2 A A2 Asqoo \2
1
Dou, E(X) = —
o ( ) A 2 2 2 1 1
Avec deux I.P.P. : E(X2) = /]R ? f(z)dz = — et par conséquent V(X) =E(X?) - [E(X)] = 5~ 5 = 1

Enfin, o(X) = /V(X) =

>

Deuxiéme fonction génératrice

+o0o 400
Sous réserve d’existence, gx(t) = E(etx> = [ " f(z)dx = / et Ne M dr = /\/ etV qg.
R 0 0

Pour t < A\, on a : gx(t) = Pt Ainsi,

Théoréme 100 I

Si X ~ E(N), alors gx(t) = % pour t €] — 0o, Al.
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gx est donc définie et de classe C™ sur | — oo, A[, et les moments simples d’ordre k sont obtenus par dérivation en 0 :
Vk e N*, my, =E(X") =gy <O>:F

o o . 1 1 1
On retrouve ainsi les principaux parametres de X : E(X) =3 V(X) =2 et J(X) =

Convolution de lois exponentielles

Soient A\; > 0, Ay > 0 et deux VARC X; ~ (A1) et Xy ~ E(\2) indépendantes.

A

Alors leurs fonctions génératrices sont définies par gx, : t — 3 ! ; pour t < A\ et gx, : t — p— pour t < Ay
1— 2 —
Ainsi g =gx, X gx, 1t —> Ao pourt<)\of1/\—inf(/\ /\)
X1+Xs = 9X Xy = 1,A2).
1+X2 1 2 (Al—t)(/\g—t)

Ce n’est pas la fonction génératrice d’une loi exponentielle.
2

Cependant, si \y = Ay = A, alors gx,1x, : t — W pour t < \.

On obtient alors la deuxieme fonction génératrice d'une loi d’Erlang de parametre A et d’ordre 2.
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Applications : systéeme sans mémoire

13.5.1 Phénomene dépendant de la durée, pas de l’instant initial

—{ Théoréme 101 I

On étudie une VARC X, qui a un évenement £ (fission d'un atome, défectuosité d’'une ampoule, ... ) associe I'instant ¢ ou
il a lieu. Le systéme physique (atome, ampoule, ... ) évolue avec le temps ¢, t parcourant [0, +00[ et I’événement E peut se
produire a un instant aléatoire.

On suppose que la probabilité de réalisation de E durant un intervalle de temps [¢1,t; + 2], avec t; > 0 et t5 > 0 ne
dépend que de la durée de celui-ci, t5, mais pas de l'instant initial ¢;.

On démontre qu’alors, il existe A > 0 tel que la fonction de répartition de X soit définie par Vt >0, F(t) =1 —e ',

et Vi <0, F(t)=0. Ainsi X suit une loi de probabilité exponentielle.

Notons F(t) = P(E € [0,t]) = P(X < t), et la probabilité pour que E ne se produise pas durant [0, ¢], est G(t) = IP’(E € [0, t]) = 1-F(t).
On va supposer G dérivable sur [0, +o00[. On a G(0) = 1, notons A = —G'(0"), c’est un réel.

Pour des intervalles successifs, notons Fj 1'évenement F se produit pendant I'intervalle | ¢o, to+ | t h
et Fy, pendant [ty + ¢, tog+t+ h]. - _
Avec nos hypotheses : P(Ey) = F(t), P(E,) = F(h), ]P’(E1> — G(t) et ]P’(Eg) = G(h). , o .
Ces évenements E; et Es sont indépendants, donc leurs complémentaires aussi. IOI t -Il—t tl +t+h
0 0

Ainsi G(t + h) = IP(EI U EQ) - P(E N E) - JP(E) P(E) — G(1) G(h)

Relation caractéristique : |Pour tout t > 0 et h > 0, G(t + h) = G(t) G(h) (traduction de nos hypotheses)

Alors : G<t i hf)L _ G<t> = G(t) % — G(t) G(h) ; G(O)7
Et donc hlirgl+ (G(t + hf)z — G(t)) = G(t) hh%l+ (_G(h> ; G(O)) — NG(0).
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Ainsi : Vt >0, G'(t) = —=AG(t) et G est solution sur | 0, +o00[ d’'une équation différentielle linéaire d’ordre un.

Dot G : t — e sur [0, +00[, en prolongeant par continuité en G(0) = 1.| Et le résultat annoncé pour F et X.

13.5.2 Absence de mémoire, d’usure ou de vieillissement

Etudions les VARC X vérifiant : | V(t, ) €]0, +o00 [2, ]P’(X Sttty ) X > t1> — ]P>(X > tQ).

Interprétation : la probabilité que ’évenement ait lieu au-dela de t; + 9, sachant qu’il a lieu au dela de t;, est égale a la probabilité
qu’il ait lieu au dela de t,. Ce qui s’est passé avant t1, n’a pas d’influence sur ce qui se passe entre t; et t; + t9, qui est comparable a ce
qui se passe entre 0 et t5. Le systéme n’a pas de mémoire, ou d’usure, ou de vieillissement.

Notons G : t — P(X >t), ona G =1— F ou F est la fonction de répartition de X. Notons que G(1) € [0,1].
]P(X>t1+t2 etX>t2) P(X>t1+t2)
P(X > t1) P(X > 1)

On a V(t;,t2) €]0,+00[?, =P(X > t5) donc =P(X > t5).

On obtient la méme relation caractéristique : | V(t;,t;) €]0, +oo %, G(t1 + t2) = G(tl) X G(tg).

Etudions cette relation avec une nouvelle démonstration.
Ona:VneN, Vi>0, G((n+1)t) =G(nt+1t) = G(nt) x G(t), et par récurrence simple : Vn € N, V¢t > 0, G(nt) = G(t)".

Donc: ¥neN, G(n) =G(1)"
1
Vg e N*, G(1) = G(q %) = G(%)q donc G(é) =G(1)e
WeN, Vge N, G(pl) = G(2) = G(1)«

q q
et par densité des rationnels dans [0, +00[ et la continuité de G, on obtient : |Vx > 0, G(x) = G(1)”

Si G(1) =0, on a la solution G = 0 constante, de méme si G(1) = 1, avec G = 1 constante.
Si G(1) €]0,1[, alors en posant A = —In(G(1)),ona A >0 et Vo > 0, G(z)=e " dot F(z)=1—e " pour z > 0.
On a bien une loi exponentielle, on retrouve le méme résultat.
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13.5.3 Applications

Un domaine usuel d’application de la loi exponentielle est le domaine de la radioactivité. Chaque atome radioactif possede une durée
de vie qui suit une loi exponentielle. Le parametre A s’appelle alors la constante de désintégration.

La durée de vie d’'un composant électronique peut aussi étre modélisée par une loi exponentielle, par exemple pour une ampoule LED,
dont on estime qu’elle ne vieillit pas : la probabilité qu’elle ne tombe pas en panne pendant le laps de temps [tq,?; + to] est la méme que
pendant [0, t5], elle ne dépend que de la durée. Ce n’est pas le cas d'une ampoule a filament qui vieillit avec la chaleur dégagée, et dont
la durée de vie ne suit pas une loi exponentielle.

On utilise encore la loi exponentielle pour modéliser les files d’attente.
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e 14

Loi normale ou loi de Laplace-Gauss

Définition et fonction densité de la loi normale

14.1.1 Définition d’une loi normale

‘ Définition 102 }

Soit m € R et ¢ > 0. On dit qu'une VARC X suit une loi normale de parametres réels m et o2, si elle admet une fonction

2
1 l<w>
densité de probabilité g telle que : Vx € R, g¢(z) = e 2\ 7
p g q 9(x) G
On note X ~ N(m,0?), avec X(Q) =R.

g définit bien une densité de probabilité car :
e Pour tout = dans R, g(z) > 0.
e La fonction g est continue sur R.

113
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+00 1 +oo _1lfz=m :
oOna:/ g(x)de = / e2<”> dz.

00 o\ 21

r—m

Par le changement de variable : t= = (a: =o0t+ m), avec dr = odt on obtient :

g

oo 1 [T 1 e 1p
/ g(x)dx = —/ e 2" dt = 1. car : / e 2" dt = V27 (intégrale de Gauss)
_ V2T ) s _

o0 [e.9]

14.1.2 Cas de la loi Normale N (0, 1)

| Définition 103 |

Le cas particulier ot m = 0 et ¢ = 1 conduit a la loi A(0, 1), loi « standard » ou loi « de référence » des lois normales.

Dans le cas général :

X ~ N(m,c?), avec m € R et ¢ > 0, on peut faire le changement de variable aléatoire : (T =

Si on note G (respectivement F') la fonction de répartition de X (respectivement T'), on a :

VteR, F(t)=P(T<t)=P[=—" <t> =P(X <m+ot)=G(m+oat).

Par dérivation de la fonction de répartition, on obtient une fonction de densité :
1 Lo

VieR, ft)=F'(t)=cG'(m+ot)=cglm+ot)= me_z

1
Ainsi f 1t —> e~2" est une fonction de densité de T,douT ~N(0,1).

27
Le changement de variable aléatoire rameéne toute loi normale, a la loi normale ou m = 0 et ¢ = 1 qu’on qualifiera de centrée réduite

(voir plus loin).
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Deuxieme fonction génératrice

14.2.1 Deuxiéme fonction génératrice de T ~ N(0, 1)

Théoréme 104 I

1
Si T ~ N(0,1), alors la deuxiéme fonction génératrice est définie sur R par g : t — e2?

Démonstration. Sous réserve d’existence, la deuxieme fonction génératrice de T' est définie par :
)
1 1

1 +oo 1 2 1 +oo 1 2 1 2,2 1 1.9 oo 2
t)=E(e!T) = — / e 2 dr = — / T2 dr = — e 2 [(z_t) —t } dx = e2? / e 2 gy
gT( ) ( ) V2T J_so V2T J_so V2T J_so \ 2T o

Par changement de variable : (y =x— t) — (a: =y+ t) avec dy = dx, on obtient :

N[ —=

1o 1 oo 1 1
gr(t) =e2 e \/? / e 2V dy = e2 ? Au passage, on vient de démontrer que la fonction gr est bien définie sur R. Il
T J o

— Théoréme 105 |

1. SiT ~N(0,1), alors E(T) =0 et V(T) = 1.
2. Si X ~N(m,0?), alors E(X) =m et V(X) = o”.

Démonstration. D’une part, gr est infiniment dérivable sur R, et g7 '(t) = te%tz, donc g7'(0) = 0 et E(T) = 0.
2 2
De méme : gr"(t) = (1 +t°) ozt , donc gr"(0) = 1, E(T?) = 1 et donc V(T') = E(T?) — (E(T)) =1
D’autre part, X = oT' + m, donc ]E(X) = UIE(T) +m=m, et V(X) = U2V(T) =02 Il

Ainsi, si X ~ N (m,c?), alors les paramétres m et o sont bien I’espérance et 1'écart-type de la VARC X.
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14.2.2 Deuxiéme fonction génératrice de X ~ N (m,o?)

Théoréeme 106 I

L 2,2
. LN . 7 7 . 7 . t Y t
Si X ~ N (m,c?), alors la deuxieme fonction génératrice est définie sur R par gx : ¢t — ™27 "

Démonstration. Sous réserve d’existence, la deuxieme fonction génératrice de X est définie par :
1 2.2 1 2.
gX(t) — E(etX) — ]E(et(ch-i-m)) — E(etm % etO'T) _ etmE(etaT) — etme20 = etm+20 t ]

Au passage, on vient de démontrer que la fonction gx est bien définie sur R.

A partir de cette deuxiéme fonction génératrice, on peut retrouver les principaux parametres de X (espérance et variance)

Variable aléatoire réelle centrée réduite

| Définition 107 |

Pour une VAR X quelconque, admettant une espérance et un écart-type non nul, on lui associe :
e La variable X —X centrée : E(X —X) =E(X) —X =0.

X X 1 2
e La variable — réduite : V(—) = SV(X) = 0—2 — 1
o o o o
- X-X . P s
e Ainsi T' = est la variable centrée réduite associée a X, avec E(X) =0, et V(T') = 1.
o

X-X
o

En particulier, si X ~ A(m,o?), alors la VARC , centrée réduite associée est T =

avec T~ N(0,1).
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Moments simples d’ordre k£ de la VARC T (k € N¥)

—‘ Théoréme 108 I

Pour 7'~ N(0, 1), on a les moments simples d’ordre k, avec :
. ; . . ; . (29)!
Vi€eN, myj =E(TY) =0etVj eN*, my =E(T¥)=1x3x---x(2j—1)= 27 1

1
e 2", f est paire et vérifie : f'(t) = —t f(t) sur R.

Démonstration. Si T ~ N(0,1), alors sa fonction densité est f: ¢ —
V2T

+oo
Ainsi E(T") = / t* f(t) dt.
—00
e Si k est impair, alors k =275 + 1 avec j € N, et E(Tk) = 0 par imparité de l'intégrande.
“+o0o “+o0o +00

t97 e f(t) dt = —/ t97L () dt car f/(t) = —t f(1).

— 00

t f(t)dt = /

—00

« Sik est pair, alors k = 2j avec j € N*, et E(T?) = /

—00

+oo +oo
En intégrant par parties : my; = E(T¥) = — [t2jl f(t)] + (25— 1) / 972 f() dt = (25 — 1) mag—1)-

—00 o0

Par récurrence sur j : mo; = (2j — 1) mgy(j_1) assure que mg; = (2j — 1) x (2j —3) x - --
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Courbe de la loi normale centrée réduite

1
e~3", qui est positive et paire et telle que f'(t) = —t f(t) sur R.

On a vu que si T~ N(0, 1), sa fonction de densité est f : ¢t —

1
\ 2T

Donc f est croissante sur | — 0o, 0] puis décroissante sur [0, +-00]. VA M
1
Elle admet un maximum en ¢t = 0, avec M = f(0) = — ~ 0,4.
V2 C
tlirin f(t) =0, et la courbe admet 1’axe des abscisses comme asymp- 0,34 f
—00

tote horizontale. AN

f"(t) = (t* — 1) f(t) et on a donc deux points d’inflexion en ¢ = 1 0,24 2

et t = —1, on f” s’annule en changeant de signe. :

On obtient la « courbe en cloche », 0,17

dite aussi « courbe de Gauss ». f
0 1

Fonction de répartition de T

14.6.1 Tracé de la courbe

R — R
Par définition, la fonction de répartition de T est la fonction Fr : v o Fp(r) = IP’(T _ x) B /x fo)dt
T - X -

Ona lim Fr(x)=0et lim Fr(z)=1.

T——00 Tr—-+00

Fr est continue et dérivable sur R de dérivée Fr' = f > 0, donc Fr est strictement croissante et bijective de R dans ]0, 1[.

1
Par parité de f, Fr(0) = 3’
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Graphe de /. "

/

: ' : .
-3 -2 -1 0] 1 2 3

=

14.6.2 Propriétés de Fr

—‘ Théoréme 109 I

La fonction de répartition de la loi normale centrée réduite, vérifie les propriétés suivantes :
ez eR, Fr(—z)=1- Fr(z).
evVzeR,, P(|T| <z) =2Fp(z) — 1.

Les inégalités seront prises au sens large comme au sens strict puisque T est une VARC.

—x +o00
Démonstration. Par parité de f, on a : Vo € R, f(t)dt = (u) du avec le changement de variable v = —t.

_ oo

T —x ’ T +o00
Ainsi : Vx € R, Fr(x) + Fr(—z) = / f(t)dt + ft)dt = / f(t)dt + ft)dt = / f(t)dt = 1.
De méme : Vz € Ry, P(|X| < z) = IP?ZO—I <X < x}oo: Fr(z) — F;?O—x) = 2FT(QZU) -1 -
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Fonction affine de la VARC normale centrée réduite

Pour T~ N (0, 1), on considére la VARC définie par X =aT + b, ot a € R* et b € R.
Fx et Fp sont respectivement les fonctions de répartition des VARC X et T. Vx € R, Fx(z) = IP(X < IL‘) = P(aT +b< ZL‘)
—b —b —b
Sia>0 Fy(r)= IP(T < ) — FT(”“" ) ot fx(z) = Fx'(z) = —fT(x )
a

a

Sia<0 Fx) =P(T> ) =1-Fr(T0) et falo) = ') = — fr(7)

Vo € R,

—‘ Théoréme 110 I

La VARC X =aT +b,ota e R, beRet T~ N(0,1) admet une fonction densité définie par :
1(z—b ’

T e

Donc si T ~ N(0,1),la VAR X =aT +b, ot a € R*, b € R suit la loi X ~ N (b,]al*)
De méme, (en reprenant la démonstration) :
si X ~N(m,0%),laVARY =a X +b,0otta € R*, b € Rsuit laloi Y ~ N(am +b, |a]* 5?)

’Ainsi il y a « stabilité » de la normalité par fonction aléatoire affine non Constante‘

Convolution de lois normales, Théoréme de Lévy-Cramer

Si X1 ~ N (my,08) et Xo ~ N (my,o3) sont des VARC 1ndependantes alors :

1
2 = 5242
leurs fonctions génératrices sont définies par gx, : t — etm1+2 7T o gx, 1t e T2t

1
donc gy, 1x, = gx; X gx, 1t —> et (mitma)+3 (07 +0) 8 - A N(my,02) * N(mg,03) = N(my +my, 0f + 03)
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Théoréme 111 (Théoréme de Lévy-Cramer)

Si X et X, sont deux variables aléatoires indépendantes, suivant des lois normales, X; ~ N (my, o) et Xy ~ N (mg, 05),
alors :  X; + X ~ N(my +my,0f +03).
X1 + X, suit une loi normale, dont la moyenne est la somme des moyennes, et la variance, la somme des variances.

‘Ainsi il y a « stabilité » de la normalité par additivité indépendante de VARC Gaussiennes‘

Intervalles symétriques par rapport a la moyenne (fourchettes)

On se réfere fréquemment a des intervalles centrés sur la moyenne, dans lesquels va varier « probablement »une VARC X, en fonction de
son écart-type, donc de sa dispersion.

X —
Pour une variable X suivant une loi normale A/ (m,c?), par exemple, on se raméne a : T ~ AN(0,1) en posant T' = .
o
2 2 2 X—-m 2
IP’( —-—o< X< —)z]P’(——< <—>
T3 mE3e 356 T3
2 2
= IP’<—— <T< —) \
3 3 :
2 :
- IP’( T|<2 ;
)< 2 |
2 :'
-2 (5) -
=05 g
On estime ainsi qu’il y a 50% de chance que X soit dans une ; m-20 m-o : _ Eﬁ : : ; >
fourchette centrée sur m et de rayon les 2/3 de I’écart-type o, m-3o M m+ 3°

4
donc d’amplitude il

5 5
Deméme:P(m— 0<X<m—|—0> :IP’<—1<T<1) ~0,68 et IP’(m—Za<X<m+ZO> :IP’<—1,25<T<1,25> ~ 0,80
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]P’(m—20<X<m—|—20> :IP<—2<T<2) ~0,95 et ]P’(m—30<X<m+3a> :]P><—3<T<3) ~ 0,997

Ainsi « 60 » est le surnom de ce dernier critere de qualité, avec une probabilité d’assurance de plus de 99, 7% donc une incertitude de
moins de 3%q.

99,7%

m -3¢ m mi3c
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Loi Log-normale ou loi de Galton

Définition et fonction densité de la loi Log-normale

15.1.1 Définition

‘ Définition 112 }

Soit zp € R, m € R et o > 0.
On dit qu'une VARC X définie sur | xg, +00| suit une loi Log-normale de parameétres m et o si et seulement si la VARC

Y =In (X — xo) suit une loi normale d’espérance m et de variance o?.
On note X ~ LogN,, (m, 02).

Expression de X en fonction d’'une VARC T suivant la loi normale standard :
Yy —
(Y:ln(X—x0)> <= (eY :X—x()) = (X::Jco—i-eY) <= (X:x0+em+”T> avec (T: m) <= (Y:m+JT)

o

123
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Et donc (X ~ LogN, (m,02)> — (Y = ln(X — xo) NN(m,02)>
= (X =gy+emtT oﬁTwN(O,l))

Ainsi | (X ~ LogN,,(m,0%) <= X =zo+e™"  ou T ~N(0,1)

15.1.2 Fonction densité de probabilité de X

On a : (Y =In(X — x0)> = <X =20 + eY)) avec X (Q) =|zg, +oo[ et Y (Q2) = R.
Etudions la fonction de répartition de X :
Vo €] xg, +o0], Fx(z)= JP’(X < x) = P(ey + 120 < x) = P(eY <z-— Io) = IP(Y < ln(m — xo)>
Donc Vx €] xg, +oo[, Fx(z) = Fy (ln(x — xo)).
On obtient une fonction densité de probabilité en dérivant la fonction de répartition :

Six <z fx(x)=Fx'(z)=0

. 1
Six>xg fx(x)=Fx'(z)= : Fy'(ln(:v - x0)> avec Fy'(y) = fy(y) =

T — 2o

o\ 21 '

Ainsi on obtient :

—‘ Théoréme 113 I

Une VARC X suivant la loi LogN,, (m, 02) admet une fonction densité de probabilité définie par :

2
1 1 1 (ln(x—xo)—m)
2 g Siz > x

0 Six <z
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15.1.3 Principaux parametres

Remarque : la deuxieme fonction génératrice d’une loi Log-normale n’est définie que sur R_.
N’étant pas définie sur un voisinage ouvert autour de 0, on ne peut donc pas déterminer directement les moments d’ordre k a partir de
celle-ci.

& +o00 1 1 _l(ln(x—xo)—m)Q
Moment d’ordre k € N* : E[(X — xo) } = / (z — 20)* x . e ? 7 dx
0 T —To ov2m
In(r — _
Par changement de variable : (u = n(z — z0) m) = (x = a0 + e"“+m>, avec doz = o et du  on obtient :
o
teo 1 e 1 1 1 teo 1
Vk € N* E[(X . $0)k] _ \/% . 6721;2 ) e(au—i—m)kdu _ \e/%/ eko‘u72u2 du = ekm+20'2 k2 ) E ) / 672(uik0.)2 d(u B ]{0)
—00 —00 -
Lo Ko2 1 9
En effet : kou — ju” = 5 §(u—k‘0)

1 oo 2
Enﬁn:—-/ e 2V dv=1avecv=u—ko
V2T J_so

Ainsi | Yk €N E[(X —a)"] = e

En particulier :

Pour k=1: E[(X —10)] = "2 = E(X) — 2,
Pour k=2 : E[(X — ;1:0)2} = 2207 o V(X)) = V(X —20) = E[(X — SL’O)Q] — [E(X — xo)r = ¥nt20° _ g2mto? _ g2mto’ (e"2 —1)

Théoréeme 114 I

Pour une VAR X suivant la loi Log\,, (m, 02), on a : E(X) =9+ em+%°2 et V(X) = g2mto’ (e"2 — 1)
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15.1.4 Représentations graphiques

Pour une VAR X suivant la loi Log\,, (m,a2), avec g = —2, m=0 etoc=1,ona:

097 /—

A CF
Cf 0.5 0.31
\ O. 1 e
2 0 2 3 2 -1 0 1 2

15.1.5 Exemples d’applications

Divers domaines d’application

e En biologie, on utilise la loi Log-normale pour modéliser la distribution des masses d’organismes vivants.
e En mécanique des fluides, pour modéliser la distribution des tailles de gouttes d'un jet pulvérisé.
e En épidémiologie, le délai entre l'infection d’une personne et son déces suit une loi Log-normale (source Journal of Clinical Medicine).

Exemple des hospitalisations dues a la Covidl9 (groupe de Recherches du département Mathématiques IMT Mines
Ales)

Voici deux courbes, I'une correspond au nombre d’hospitalisations, jour par jour, du 18 mars 2020 jusqu’au 18 mai 2020, et 'autre, est
la fonction densité d’une loi de Galton. Une optimisation par réseau de neurones a permis de déterminer zy (zo = —8,5) et les deux
parametres de cette loi. L’erreur relative moyenne de l'adéquation sur cette période est inférieure a 3%.

C’est un outil d’aide a la décision car elle permet de prédire la date a partir de laquelle le nombre de personnes hospitalisées passera en
dessous d'un certain seuil fixé. (capacité d’accueil des hopitaux)
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Nombre de personnes hospitalisées jour par jour
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=== Hospitalisations Modeéle log-normale

Le groupe de recherche ETE (Evolution Théorique et Expérimentale) de Montpellier a de son c¢6té mis en évidence plusieurs résultats :

e Le coefficient force d’infection individuelle (nombre moyen d’infectés secondaires par cas) initialement considéré constant a Ry = 3 suit
une loi gamma de parametre de forme k& = 0,6 et de moyenne Ry (hétérogénéité des individus quant a leurs contacts en société)

e Le nombre d’infections causées par une personne en un jour, suit une loi binomiale négative de parametre de dispersion k, et moyenne Rj.

Source : https://covid-ete.ouvaton.org/Rapport8 stochasticite.html#extinction de 1’épidémie
Dans cette étude, interviennent les lois de probabilités suivantes :

lois discretes : Binomiale négative, Poisson
lois continues : Gamma, Log-normale


https://covid-ete.ouvaton.org/Rapport8_stochasticite.html#extinction_de_l'épidémie
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Notions de convergence

Convergence en probabilité

16.1.1 Définition et condition suffisante de convergence en probabilité

‘ Définition 115 }

On dit qu’une suite <XZ> de VAR converge en probabilité vers la VAR X si et seulement si :
ieN*
Ve >0, lim ]P’(}Xl- ~X| > g> —0.
1—+00

ou encore : Ve >0, lim ]P’(X—6<Xi<X—i—5):1.

1——+00

. P
Lorsqu’il y a convergence, on note : X; —— X.
1—+400

Remarque : La convergence en probabilité cherche a décrire la proximité des variables aléatoires réelles, elles doivent donc toutes étre
définies sur un méme espace probabilisé.

131
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Théoréme 116 (Condition Suffisante)

Pour que X; . X, il suffit que : lim (IE[(XZ — X)2D = 0.

E[(X; - X)°]
Démonstration. D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on a : Ve >0 : 0 < P(‘Xi — X‘ > 8) < 5
€
Donc si lim (IE[(XZ — X)2]> =0 alors Ve>0, lim IP’<|X,- — X‘ > 5) =0. O
1—+00 1—+00

Remarque : On vient de démontrer que la convergence en moyenne quadratique entraine la convergence en probabilité.

16.1.2 Loi faible des grands nombres

— Théoréme 117 |

Pour m € R et ¢ > 0, on considere :
(Xi) une suite de VAR indépendantes, suivant toutes une méme loi (Vi € N*, X; ~ £), de méme espérance
iEN*

(Vi € N*, E(X;) =m) et de méme variance (Vi € N*, V(X;) = ¢°), alors :

— X, ——m (au sens de la variable aléatoire constante égale a m).
n < n—+oo
i
) . . Y/
Démonstration. On pose Z,, = E X;, ainsi — = — E X;.
n n
i=1 i=1

Zn Zn o?
Alors E(—) = m par linéarité, et V(—) = —, car les X; sont indépendantes.
n n n

Zn \’ Z, 2
(— —m) ] ) = lim V (—> — lim = 0, ce qui assure la condition suffisante précédente et le résultat escompté.l]

n—-+o00 n n—+o00 n n—+oo N

Alors lim (E
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16.1.3 Application en Statistiques

n
— —-m
n

On peut préciser, toujours avec l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, que : Ve > 0, ]P’(

n
— —m
n

2
il suffit alors de choisir n > ng = \‘U—2J + 1.
e

Si on se donne p > 0, pour obtenir ]P’( > 6) <u

Ainsi en Statistiques inférentielles, on est amené, dans les cas ou o est connu ou estimé, pour assurer une précision € > 0 donnée, et

2 1 n
un niveau de confiance 1 — u (avec p €]0, 1[) fixé, a choisir n > ny = {%J + 1 pour assurer : IP’( — ZXi —m| < 8) >1—pu
K et
Convergence en loi
16.2.1 Définition et cas discret
{ Définition 118 )
On dit qu'une suite (Xz) . de VAR converge en loi vers la VAR X si et seulement si, en notant Fl, et F'x leurs fonctions
iEN*

de répartition respectives, on a :

Ve € R ou Fx est continue , lim Fy,(z) = Fx(z).

1—+00

. L
Lorsqu’il y a convergence, on note : X; —— X.
i——400
Remarque : La convergence en loi cherche a décrire la proximité des lois suivies par les variables réelles, ces derniéres ne sont donc
par forcément définies sur un méme espace probabilisé. On peut aussi remplacer toute VAR par une autre VAR sans modifier la
convergence en loi tant que ces deux VAR ont la méme loi.
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Théoréme 119 (Application directe)

Soient (Xz) une suite de VAR et X est une VARC.

1EN*

Si X; —“— X, alors ¥(a,b) € R?, lim (P(a < X; <b)) =P(a< X <b)

i——+00 1——+00

Démonstration. Vi € N¥, IP’(CL < X; < b) = Fx,(b) — Fx,(a) et ]P(a <X < b) = Fx(b) — Fx(a)
Fx étant continue sur R, on obtient le résultat voulu. Il

Théoréme 120 (Cas discret a valeurs entiéres)

Si pour tout i € N*, X; et X sont des VARD a valeurs dans Z, alors :
X; — L 5 X siet seulement si Vk € Z, lim (IP’(Xi = k:)) = ]P’(X = k)

i——+00 i——+00

Remarque : On veillera a ne pas généraliser ce théoreme lorsque les X; et X sont des VARC : la convergence en loi n’équivaut pas a la
convergence des densités.

16.2.2 Théoréme Central Limite

Pour m € R et o > 0, on considere : <X1> une suite de VAR indépendantes, suivant une méme loi (Vi € N*, X; ~ L),
iEN*
de méme espérance (Vi € N*, E(X;) = m) et de méme variance (Vi € N*, V(X;) = 0?).

On dit que les variables aléatoires sont i.i.d.(indépendantes et identiquement distribuées)

n n
Z, 1
On note Z,, la somme Z,, = 5 X;, et on considere la fréquence (ou moyenne des X;) : 2=_ g X;.
n n
i=1 i=1

Z, A o?
Leurs parametres sont E(Z,) = nm et E (—n) = m par linéarité, alors que V(Z,) = no?® et V(—n> = —, car les X, sont indépendantes.
n n n
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o . , 2 s Zn,
On a ainsi les variables centrées réduites de 7, et — :
n
Zn Zn, 7Z
Z,—E(Z,) Z,—nm ?_E n —-m oz am Zp —nm
oY, =" A —_— , o W, = =1 =" eOnadoncY, =W, = —"——.
o(Zy) o\n Zn o\/n o\/n
g n \/ﬁ

Théoréme 121 (Théoréme Central Limite : TCL)

Sous les hypotheses ci-dessus, la somme centrée réduite Y,,, ainsi que la moyenne centrée réduite IW,, convergent en
loi vers une VAR qui suit la loi normale centrée réduite N (0, 1), lorsque n — +o0.

Y, =W, ——— T oa T ~ N(0,1)

n—+o00

La démonstration, technique, est admise, mais ce résultat fondamental souligne le caractere UNIVERSEL de la loi normale.
En Statistiques, on estime en général que :

pour n > 30, on obtient une approximation légitime des lois de Y}, ou de W, par la loi N'(0,1).

Ainsi, pour n > 30 : V(a,b) € R* avec a < b, P(a <Y, <b) =~P(a < T < b) (idem pour W,,).

I 2
De méme | pour n > 30 on approche la loi de — par la loi N(m, U—) et la loi de Z, par la loi N'(nm,no?).
n n

Des qu'un échantillon d’une population, constitué d’individus indépendants et identiquement distribués, est assez important, méme
sans identifier la loi suivie, on peut, pour la moyenne arithmétique, dire qu’elle suit, a peu pres, la loi normale centrée et réduite.

C’est parce que le TCL n’exige pas d’hypotheses sur la loi de probabilité suivie par chaque VAR, hormis celle d'une variance finie, qu’il
se révele si indispensable aux statistiques.

En Statistiques inférentielles, le TCL permet le calcul des intervalles de confiance autour des estimateurs.
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Approximations usuelles entre lois

On peut démontrer un certain nombre de résultats d’approximation de certaines lois par d’autres, plus pratiques a calculer, ou qui
permettent de nouvelles interprétations.

Ces approximations numériques, pour étre pertinentes, ont des conditions de validité.

A Taide de tables, elles permettaient alors d’établir des résultats difficiles a obtenir par un calcul direct.

Aujourd’hui, la performance des outils numériques minimise 'intérét pratique de ces approximations.

‘Il s’agit toujours d’approcher une VAR suivant une loi par une VAR de méme espérance et de méme variance.

16.3.1 Approximations usuelles

— Théoréme 122 (Approximations usuelles entre lois)

e Pour N > 10n, on peut approcher la loi hypergéométrique H(N,n, p) par la loi binomiale B(n, p).

e Pour n > 30, p < 0.1 et np < 15, on peut approcher la loi binomiale B(n, p) par la loi de Poisson P(\) ou A = np.
e Pour np > 10, on peut approcher la loi de Poisson P(\) par la loi normale A'(A, \).

e Pour n > 30, np =5 et ng > 5, on peut approcher la loi binomiale B(n, p) par la loi normale N (n.p, n.p.q).

Remarque : les plages de convergence peuvent varier selon les référentiels sur lesquels on travaille.
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n =30

p<0.1 ?(n.p)

n.p $V n.p > 10
Nz 10 h=np \

()=

=30 [ N(np, npq )J

np =5
ng=>5

16.3.2 Correcteur de continuité

Lorsqu’on approche une loi discréte que nous noterons D (finie, comme une Loi Binomiale, ou dénombrable, comme une Loi de Poisson)
par une loi continue que nous noterons C (souvent une Loi Normale), il est nécessaire de remplacer une valeur ponctuelle Pp(X = k)
par une probabilité sur un intervalle Pe(ar < X < by). Le choix de a; et by en fonction de k est ce qu'on appelle un correcteur de

continuité.

Théoréme 123 I

1 1
On prend en général IP’(XD = k) ~ IP’(k —3 < Xe<k+ 5)

On choisit un intervalle de longueur 1, ce qui ameéne a approcher la surface du rectangle de hauteur P <XD = k) par I'intégrale de la fonction
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1 1
de densité de X sur [k—§, k+§] :




e 1]

Vecteurs aléatoires continus en dimension 2

Couple aléatoire de variables aléatoires réelles

17.1.1 Tribu borélienne de R?

On a vu, Chapitre 1, paragraphe 1. 2. 5., que Bg la tribu borélienne de R, est engendrée par les sous-ensembles de R, demi-droites ouvertes
inachevées : B, =| — 0o, z[ ou € R. On obtient la méme tribu, en 'engendrant par les | — oo, x] ou les [a, b].

La tribu borélienne de R* | notée Bz , est de méme engendrée par les sous-ensembles B, , =] — 0o, z[x] — 00, y[ ott (z,y) € R?, ou par
les | — oo, 2] x| — 00, y] ou les [a, b] X [c,d].

17.1.2 Couple aléatoire

Soit (€2,.A,P) un espace probabilisé.

139
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—| Définition 125 I

La fonction V' définie de (2,.4) dans (R, Bg2) est un couple aléatoire réel si et seulement si 'image réciproque de tout
élément de la tribu borélienne de R? est un élément de A.

(Q,A) — (R, Bg2) -1

Autrement dit, V = (X,Y) : {w s (X(w), Y()) est telle que VB € Bgz, V(B) € A

V=(X.,Y)

[ l
L |

0 -1
IP(V(B)]

On peut alors définir la loi de V sous la probabilité P :

2 led
v

VB € Bz, Py (B) = P(ffl(B)) - IP’({w e, V(w) e B})
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—‘ Définition 126 I

La fonction de répartition conjointe de V' (ou simultanée de X et Y'), notée Fy,, est ainsi définie par :

V(z,y) € R?, Fy(z,y) =Py (] — 00, z|X] — oo,y]) = IP(V(] — 00, z|X] — oo,y])) = IP’({w €O, X(w)<zetY(w)< y})

—‘ Définition 127I

Les lois de X et de Y sont dites lois marginales du couple V', et on a :

Vz € R, Fx =Px(]— o0,x]) :P({w €0, X(w) < :c}) :IP’(Vl(] — 00, 7| X| —oo,+oo[)) :IP’V(] — 00, | X] —oo,+oo[)

Vy € R, Fy=Py(—oo]) =B({we® ¥(w) <y})= P(?/l(] ~ 00, 00[x] ~ 00,1]) ) = By (] 00, +oo[x] ~ c0,4])

Il en découle :

Proposition 128

Avec les notations précédentes, on a les relations suivantes entre les fonctions de répartition :

Ve eR, Fx(z)= lim Fy(z,y)

y——+00

Vy eR, Fy(y) = lim Fy(x,y)

T—r—+00
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17.1.3 Exemple 1

Exemple : On jette une fléchette au hasard sur une cible, le disque unité D = {(x, y) €R? 2 +y* < 1}.

w est un jet, 2 'ensemble des jets possibles. A

vV.Q — D
W — V(w):(X(w),Y(w))

V() est 'ensemble des impacts sur la cible : D. V(Q) X

Y

Ona X(Q)=Y(Q)=[-1,1] -1 0 1
On distinguera V() et X(Q) x Y(2) qui est un carré :

V() € X(Q)xY(Q)

Couple aléatoire a densité

17.2.1 Fonction densité

‘ Définition 129 )

On appelle fonction densité de probabilité sur R? toute application f de R? dans R telle que :

1. Y(z,y) €R? f(z,y) >0,
2. f est continue sur R?, sauf éventuellement sur un ensemble de mesure nulle,

3. f est sommable (ou d’intégrale convergente) sur R?, avec / / flz,y)dedy = 1.
R2
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17.2.2 Couple aléatoire a densité de probabilité

| Définition 130 |

Un couple de VARC, V = (X,Y), est dit couple aléatoire a densité ou absolument continu, (ou encore conjointement
continu) si et seulement s’il existe une fonction densité de probabilité f telle que :

V(a,b,c,d) € R, P<a<X<betc<Y<d):// F(z,y) dedy
[a,b] X [c,d]

f est alors appelée une densité de probabilité conjointe de (X,Y).

Un tel couple est aussi appelé couple aléatoire réel continu (CARC).

Propriétés des couples a densité

17.3.1 Fonction de répartition conjointe, densité de probabilité conjointe

Soit V' = (X,Y) un CARC admettant une fonction de répartition F} et une densité de probabilité f :

Théoréme 131 I

V(z,y) €R?, Fy(z,y) = Fixy(z,y) = IP(X <zetY < y) _ / [/y f(u,v) dv} du

T
— 00

Par dérivation d'une intégrale fonction de sa borne supérieure :
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Théoréme 132 I

(9 2F(X’Y)

2 _
V((E,y) ER ) f(*ray) _ amay

(ac,y) la ou f est continue.

17.3.2 Lois marginales de X et Y
Soit V' = (X,Y) un CARC admettant une fonction de répartition F(x y) et une densité de probabilité f :

— Théoréme 133 |

o X admet pour fonction de répartition, la fonction F'x définie par :

T +o0
Ve eR, Fx(z)= ]P’(X <zetY e R) = Fix,y)(®, +00) = / { fu,v) dv} du

—00 —Oo0

o X admet une densité marginale de probabilité, la fonction fx définie par :
+o0
Ve eR, fx(x)=F%(z)= f(z,v)dv
+o0o —:oooo +oo
. E(X):/ qu(u)du:/ u{ f(u,v)dv} du:// w f(u,v) dudv
- o o R?

e Y admet pour fonction de répartition, la fonction Fy définie par :

] +o00
VyeR, Fy(y) = IP’(X cRetY < y) = Flxyy(+00,y) = / / Flu,v) du} dv

e Y admet une densité marginale de probabilité, la fonction fy définie par :

WeR )= Fhw = [ )
. E(Y):/_:Ooovfy(v)dv:/_:ov{ _:of(u,v)du] dv://RQvf(u,v)dudv
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17.3.3 Suite de ’exemple 1 : lancer de fléchettes sur une cible

e Pour obtenir une équiprobabilité, munissons V' (£2) d’'une densité constante (loi uniforme sur D)
Définissons alors f par : V(z,y) € D, f(z,y)=K >0etV(z,y) ¢ D, f(x,y)=0.
f vérifie les conditions suivantes :
e f(x,y) > 0 pour tout (z,y) de R
o f est continue sur R? sauf sur le cercle unité (surface de mesure nulle)

1
(/ f(z,y)dzdy = ) ( // dady = 1) <K = —) (car laire du disque vaut 7).
T

Choisissons donc | K =

™

° Esperances A

Y
// x f(z,y)dzdy = // rdxdy =0 par imparité. \ ]-x?

e Densités marginales :

pour -1 <z <1: -y 0
+o00 1 Vi-z? 2
feoddy == [ dydone fu(o) = ZVI=
N L 2 . L \1-x2
De méme, pour —1 <y <1: fy(y) = - 1—q2
Enfin fx(z) =0 et fy(y) =0 en dehors de [—1,1].

De méme E(Y
Ainsi E(V) = (E(X), E(Y)) = (0,0) d’aprés la définition 52 V(Q) Y

2 2
. —V1—-22 sizel-1,1 —/1—9y? siye[-1,1
Dou fy(x) =< 7 [ ] et  fy(y)=<m7 y yE| ]
0 sinon 0 sinon

Remarque : X et Y ne sont pas des VARC a densités constantes, bien que V' = (X,Y) soit un CARC a densité constante.

145
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17.3.4 Densités conditionnelles

| Définition 134 |

Soit (X,Y) un CARC admettant une densité de probabilité f.
La densité conditionnelle de X sachant que Y = gy, est la fonction définie sur R par :

fx ) v=yo (2, %0) = J}f{yi%) dans les cas ou fy(yo) # 0.

C’est une fonction de x, qui dépend, a priori, de yy, méme s’il est considéré comme fixé.

_ f(zo,y)
fX(Io)

De méme, la densité conditionnelle de Y sachant que X = z est définie par : fy /x—s, (mo, y) dans les cas ou fx(zg) # 0.

Cas de 'exemple 1

f(x7y0) - 1

Fx v =y (2, 90) = fr(wo) 21—

pour yo €] — 1, 1[, fonction constante pour x € [— \/1 — 2, \/1 - yg] , et nulle sinon.

1
— sixe[—\/l—yg,\/l—yg]
D’ou, pour yo €] — L, 1[,  fx/v=y, (x, yo) =¢2/1—y2 (avec les notations précédentes.)
0 sinon



17.3. PROPRIETES DES COUPLES A DENSITE 147

17.3.5 Indépendance

Définition

‘ Définition 135 }

V = (X,Y) est un couple P—indépendant, ou les deux variables X et Y sont dites P—indépendantes, si et seulement
si pour tous les couples (A, B) de boréliens de R, les évenements {X (w) € A} et {Y(w) €eB } sont indépendants dans €2 :

P({X(w) € A} et {Y(w) € B}) =P({X(w) € 4}) x P({Y(w) € B})

A Taide des fonctions de répartition et des fonctions densité on a le résultat suivant :

—‘ Théoréme 136 I

1. (X,Y) un couple de VAR est P—indépendant si et seulement si
V(z,y) €R?, Fixy)(z,y) = Fx(z) x Fy(y)
2. (X,Y) un CARC de densité conjointe f est P—indépendant si et seulement si

V(z,y) € R flz,y) = fx(z) X fr(y)

O%F,
Remarque : v($ay) S RQ? f(xay) = ﬁ($ay)

Cas de 'exemple 1

Aux points (7, y) qui sont dans le carré, sans étre dans le disque : (z,y) €] —1,1*\D, on a f(z,y) = 0 # fx(x) x fy(y), car celles-ci sont
non nulles.
Le couple V' = (X,Y') est donc dépendant.
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17.3.6 Somme des deux VARC d’un couple a densité

—‘ Théoréme 137 I

Si (X,Y) est un CARC de densité f, alors la variable aléatoire Z = X + Y a une fonction de répartition donnée par :
+00 +0o0
(o) oo

Vz € R, FZ(z):IP’(X+Y<z)=/_ U_:yf(x,y)dx]dyz/_ {/_:xf(:v,y)dy} dx

Par dérivation de 'intégrale a parametre par rapport a z, on obtient le théoreme suivant.

— Théoréme 138 |

Si (X,Y) est un CARC de densité f, alors la variable aléatoire Z = X + Y a une densité de probabilité donnée par :

+o0 +oo
VzeR, fz<z>=F'Z<z>=/ f(z—y,y)dy=/ A =, 5)) e

—00 —00

17.3.7 Covariance d’un couple (X,Y)

| Définition 139 |

Sous réserve d’existence, on appelle covariance du couple (X,Y) le réel : Cov(X,Y) =E [(X —E(X))(Y - E(Y))} :
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—‘ Théoréme 140 I

Sous réserve d’existence,
« pour tout couple (X,Y) : Cov(X,Y) =E(XY) — E(X)E(Y).

« Pour un couple a densité : E(XY) = // zy f(z,y) dzdy
R2

« Si (X,Y) est un couple indépendant, alors Cov(X,Y) = 0 (mais la réciproque est fausse)

Remarque :

Les existences des moments d’ordre 1 assurent l'existence de E(X) et de E(Y'), celles d’ordre 2 assurent l'existence de E(X Y'), car
1
I XY]| < §(X2 +Y?) chez les réels.

17.3.8 Coefficient de corrélation d’un couple

{ Définition 141 )

Cov(X,Y)

Sous réserve d’existence, on appelle coefficient de corrélation (linéaire) du couple (X,Y), le réel : p(X , Y) = W
o o

Par I’inégalité de Cauchy-Schwarz, quand il existe : —1 < p(X,Y) < 1

Si p(X , Y) =0, les VAR X et Y sont dites décorrélées.

On retrouve des résultats similaires a ceux du chapitre 5.
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17.3.9 Somme de deux VARC a densité indépendantes

—‘ Théoréeme 142 I

Si (X,Y) est un CARC indépendant, alors la variable aléatoire Z = X + Y a une fonction de répartition donnée par :

ViR B = [ Fxz-u) ) d.

Fy est le produit de convolution de deux fonctions (en analyse) : Fx * fy.

—+00 z—y
Démonstration. Vz € R, Fz(z) = ]P(X +Y < z) = / [/ f(z,y) dx] dy ]

-/ :” { / OO Fx(@) () dx] w= [ :O { / Oo f(@) dw} o () dy

—‘ Théoréme 143 I

Sous les mémes hypotheses, la variable aléatoire Z = X + Y admet une densité de probabilité donnée par :

Vz eR, fz(z) = /_+°° fx(z—=y) fr(y)dy.

[ee)
fz est le produit de convolution de deux fonctions (en analyse) : fx * fy.
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Exemples d’application

151

17.4.1 Exemple 2

Considérons (X,Y) un CARC de densité f : { f<

siz>0ety>0

sinon.

e Fonction de répartition de X :

Ve >0, Fy(r)= /_:o U_OO Flu,v) du} dv
_ /0 o { /0 " emtuto) du} dv
= +Ooe’” xe’“du dv
[l
- e 1 — e dv
=(1-e7) /Om e dv

=1—e"

vz <0, FX@):/_MUI f(u,v)du]dvzo

(@) —0o0
0 six <0
1—e™* siz>0

Ainsi, Fx(z) = {

e Densité de probabilité :

On a, fx(z) = F'y(x) = {e st =0 Ainsi X ~ &(1).

0 sinon



152 CHAPITRE 17. VECTEURS ALEATOIRES CONTINUS EN DIMENSION 2

De la méme manieére, on obtient pour Y :

e Y siy >0

0 sinon
Ainsi V(z,y) € R, f(z,y) = fx(z) x fy(y)

Le couple (X,Y) est donc indépendant.

e Densité conditionnelle de X sachant Y = yj.

Pour yo > 0, on a fy(yo) > 0 et 'on a :

—(z+o)
A

=e¢ “pourx>0ety,>0

Elle ne dépend pas de 1, ce qui est cohérent avec I'indépendance de X et Y.

17.4.2 Exemple 3

Quand on connait la loi conjointe d’un couple (X,Y), on peut en déduire les lois marginales de X et Y.

Par contre, si on connait les lois de X et de Y , on ne peut reconstituer la loi du couple (X,Y) que si les variables X et
Y sont indépendantes.

Comparons les deux couples aléatoires suivants :

e V= (X,Y) résultat d’un jet aléatoire d'une fléchette dans le carré [0,1] x [0, 1], avec équiprobabilité.

flz,y) =1 si(z,y) €[0,1)

X admet une fonction de densité constante par morceaux f : { Flz.y) =0 sinon
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+o00 1
Alors fx(z) = flx,y)dy = / dy=1, sizel0,1], et fx(z)= 0 sinon.
0

—0o0

La loi de X est donc la loi uniforme sur [0, 1], et de méme celle de Y.
o W = (X, X) avec X qui suit la loi uniforme sur [0, 1].
Le vecteur W a par construction, les mémes lois marginales que le vecteur V' précédent.

Mais ces fonctions vectorielles n’ont guére de rapport. Ainsi V{2) = [0, 1] est le carré, alors que W () est la diagonale de ce carré.
W n’est pas un couple a densité.

V&) V&)

Y(o)| V(@) -

_.
[ ]
[
[
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Loi normale en dimension 2

{ Définition 144 )

Un couple (X,Y) de VARC suit une loi normale a 2 dimensions, lorsqu’il admet une fonction densité définie par :

Vac—bv -1 (a(x—m>2+2b(cc—m>(y—n>+c<y—n>2>
— € .

Avec a > 0, ¢ > 0 et ac — b* > 0.
27

V(z,y) €R?, flz,y) =

Par calcul, on montre qu’alors, X et Y suivent des lois normales.

—‘ Théoréme 145 I

Si (X,Y) suit une loi normale & 2 dimensions, alors X et Y suivent les lois normales :
2 2
XNN(m, ¢ ) et YNN(n, a )

ac — b? ac — b2

— Proposition 146

Si (X,Y) est un couple de VARC normales, centrées, réduites et indépendantes alors :
1 1
V(.’II,y) € R27 f(x7y) = 2_ 6—2(-702'1‘3/2)
™

Onaalorsa=1,b=0,c=1, m=n=0,

1 z? v
et f(z,y) = 2

—_

e 2 X

e

3
3
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La surface d’équation z = f(z,y), au voisinage de O = (0,0) :
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